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2 Lineare algebraische Gruppen - erste Eigenschaften

In diesem Kapitel werden die algebraischen Gruppen eingefuhrt. Wir beweisen eine
Anzahl grundlegender Ergebnisse, die mit Hilfe des begrenzten Umfangs an
algebraischer Geometrie behandelt werden konnen, wie wir ihn im ersten Kapitel
kennengelernt haben.

Vereinbarungen:
k ist ein algebraisch abgeschlossener Korper.
F ist ein Teilkorper von k.

Alle Varietaten sind Varietiten uiber k.

2.1 Algebraische Gruppen

2.1.1 Definitionen und erste Eigenschaften
2.1.1.1 Definitionen

Eine algebraische Gruppe ist eine algebraische Varietat G, welche aullerden die Struktur
einer Gruppe besitzt, wobei die Abbildungen

wGxG—G xy) P xy,undi: G— G, x » x'l,

welche die Gruppenstruktur definierten, Morphismen von Varietaten sind.

Eine lineare algebraische Gruppe ist eine algebraische Gruppe, deren zugrundeliegende
Varietat affin ist.

Seien G und G’ algebraische Gruppen. Ein Homomorphismus dieser algebraischen

Gruppen, ist ein Gruppen-Homomorphismus G — G’, welcher gleichzeitig ein
Morphismus von algebraischen Varietéten ist.

Eine abgeschlossene Untergruppe einer algebraischen Gruppe G ist eine Untergruppe
H der Gruppe G, welche bezuglich der Zariski-Topologie von G eine abgeschlossene
Teilmenge ist.

Eine algebraische Gruppe G ist eine F-Gruppe, wenn folgende Bedingungen erfullt
sind.

1. G ist eine F-Varietat.

2. uund i sind uber F definiert.
3

Das neutrale Element e der Gruppen-Operation ist ein F-rationaler Punkt (vgl.
1.6.14, 1.6.16,1.4.9, 1.3.7).

Ein Homomorphismus von F-Gruppen G, G’ ist ein Gruppen-Homomorphismus



G—G’,

welcher gleichzeitig ein uiber F definierter Morphismus von Varietaten ist.

Eine F-Untergruppe einer F-Gruppe G ist eine abgeschlossene Untergruppe H der
algebraischen Gruppe G mit einer F-Struktur, fur welche die naturlichen Einbettung

HS G

uber F definiert ist.

Bemerkungen

)
(i)

(iii)
(iv)

v)

(vi)

Wir konnen die Menge der Punkte der Varietit GXG als mengentheoretisches
Produkt betrachten (vgl. 1.5.5 Aufgabe 1, Bemerkung 1.5.1 (iv), und 1.6.3).

Die Bezeichnung “linear” fur algebraische Gruppen, welche affine Varietiten
sind, bedarf einer Erklarung. Der Grund dafur besteht darin, dafl diese Art von
Gruppen bis auf Isomorphie gerade die abgeschlossenen Untergruppen der
allgemeinen linearen Gruppen GLn sind. Der Beweis dieses Struktursatzen

erfordert einige Vorbereitungen. Wir werden im Abschhnitt 2.3 fuhren.

Die linearen algebraischen Gruppen sind diejenigen, mit denen wir uns hier
beschiftigen werden.

Algebraische Gruppen, die als Varietiten projektive Varietiten sind, heillen

abelsche Gruppen. Sie sind als Gruppen tatsachlich kommutativ - uber C sind es
komplexe Tori. Der Eindruck, dafl deren Untersuch einfacher ist, ist falsch. Die
Methoden der Theorie der abelschen Varietaten sind vollig andere als die hier
behandelten und erfordern sehr viel mehr algebraische Geometrie (vgl. Mumford
[1]). Die Ergebnisse zu speziellen solchen abelschen Varietaten (der Dimension 1
und vom Geschlecht 1 - der sogenannten elliptischen Kurven) spielen eine
zentrale Rolle beim Beweis des Groflen Fermatschen Satzes.

Algebraische Gruppen G, die weder linear noch abelsch sind, konnen in exakte
Sequenzen

0—>A—>G—P—0
von algebraischen Gruppen einschlossen werden mit einer linearen algebraischen
Gruppe A und einer abelschen Varietat P (vgl. Conrad [1] oder Milne [1] Satz von
Chevalley-Barsotti 10.25 des Onlin-Preprints). Ihre Klassifikation fuhrt zu
Fragen der homologischen Algebra.
Die Gruppen-Gesetzte einer algebraischen Gruppe G mit der Multiplikation
uwGxG—G

und der Invertierung

:G—G
lassen sich, durch die Kommutativitit der folgenden Diagramme ausdricken,
wenn man mit

eeG—G

den konstanten Morphismus bezeichnet, der alle Punkte von G ins neutrale
Element abbildet.
Das Assoziativgesetzt.

uxid
GxGxG — GxG

wul

GxG % G

Existenz des neutralen Elements.




(vii)

(id.e)
G — GxG

(e.id)|  \yid |

G X G

Dabei bezeichne (f,g) den Morhismus G — GXG mit den Koordinaten-
funktionen f und g, d.h. den auf Grund der Universalititseigenschaft des
Produkts eindeutig bestimmten Morphismus G — GXG dessen

Zusammensetzung mit den beiden Projektionen GXG die Morphismen f bzw. g
sind.
Existenz des inversen Elements.

1xid
GxG «— GxG

UBI L
e
G «— G
wp D
idxi

GxG «— GxG
Dabei sei D: G—>GxG der Diagonal-Morphismus, d.h. der eindeutig bestimmte
Morphismus, dessen Zusammensetzungen mit den Projektionen GXG — G in

beiden Fallen der identische Morphismus id: G — G ist.

Mit anderen Worten, eine algebraische Gruppe ist eine Varietit G zusammen mit
drei Morphismen

wGeGxG—G,:G—G,e:G—G
fur welche die obigen Diagramme kommutativ sind. Dabei soll e einen konstanten

Morphismus bezeichnen. Dies konnen wir dadurch ausdriichen, dal} sich e uiber
die triviale Gruppe faktorisiert

1 e
GC—{l} — G

Der linke Pfeil bezeichne dabei den konstanten Morphismus, welcher alle Punkte
von G auf das einzige Element der trivialen Gruppe abbildet, und der zweite
bezeichne den Morphismus, welcher das einzige Element der trivialen Gruppe auf
das neutrale Element von G abbildet.

Im folgenden wird die Kommutator-Gruppe eine wichtige Rolle spielen. Fur jede
Gruppe G und beliebige Untergruppen

HC GundKCG
wird sie mit
(H, K)
bezeichnet und ist definiert als die von den Kommutatoren
(h, k) := hekeh"Lek™! mit h € H und kEK
erzeugte Untergruppe von G.

2.1.1.2 Direkte Produkte von algebraischen Gruppen

Seien G’ und G” algebraische Gruppen. Dann ist die Varietit G’xG” mit der Produkt-
Gruppen-Struktur eine algebraische Gruppe.

Beweis. Wir bezeichnen die Morphismen, welche die Gruppen-Struktur von G’ bzw.
G” definieren mit



M,, i’, e’,l, bZW. M”, i”, e”,l”.

Sei G := G’xG” das Produkt der beiden Varietaten G’ und G”. Weiter seien
0: G’XG” — G”XG’ und t: G”G’ — G'xG”
die Morphismen, welche die beiden Faktoren vertauschen, d.h. die Zusammensetzung

mit der Projektion auf den i-ten Faktor soll die Projektion auf (2-i)-ten Faktor sein fur i
=1,2.

Den Produkt-Morphismus
u: GxG — G
definieren wir als den Morphismus, welcher aus
M,XM”: G,XG’XG”XG” H G’XG”
durch Zusammensetung mit dem Morphismus
1dxtxid:G’xG"xXG’xXG” — G’xG’xG"xG”

ensteht, der die beiden inneren Faktoren permutiert.
Der Invertierungsmorphismus von G = G’xG” wird definiert als

1=1x1": G’xXG” — G'xG”.
Wir haben die Kommutativitit der drei Diagramme zu beweisen, welche fur die
Gruppenaxiome von G stehen. Fur jedes dieser drei Diagramme nehmen wir die
entprechenden Diagramme fur G’ und G” her und bilden die direkten Produkte aller
einander entsprechender Morphismen. Diese Produkt-Morphismen setzen sich zu einem
kommutativen Diagramm zusammen, welches sich dem eigentlich interessierenden
Diagramm nur durch eine Permutation der Faktoren unterscheidet. Durch Ausfuhren
dieser Permuation erhalten wir das gewunschte Diagramm.

Zum Beipspiel gehen wir zum Beweis des Assoziativgesetzes fur G von den
Diagrammen

w'xid wxid
G’ XG,XG’ é GleY G”XG”XG’, ﬁ G”XG”

idXM'l lu' und idx“”l l“”

G'xG' l} G' G’xG” i) G”

aus. Deren Kommutativitat impliziert die Kommutativitiat des Diagramms
(wxid)x(u”xid)
(G’XG’XG’)X(G”XG”XG”) H (G'XG')X(G”XG”)
(idxux(idxu”) | L

' 1 2 2 M'XM” 1 2
(G'xG)x(G"xG") — G'xG

Durch Zusammensetzen mit Isomorphismen, welche die Faktoren in geigneter Weise
permutieren, erhalten wir das Assoziativgesetz fur G. In derselben Weise gehen wir bei

den anderen beiden Axiomen vor.
QED.

2.1.1.3 Abgeschlossene Untergruppen

Eine abgeschlossene Untergruppe H einer algebraischen Gruppe G besitzt die Struktur
einer algebraischen Gruppe, fur welche die natuirliche Einbettung

JHS G

ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen ist.
Beweis. Aus dem Multiplikationsmorphismus

u: GxG — G
erhalten wir durch Zusammensetzen mit jXj einen Morphismus



HxH — G.
Weil H eine Untergruppe der Gruppe G ist, liege das Bild dieses Morphismus in H,
d.h. wir konnen diesen Morphismus als Morphismus

w:HxH — H
mit Werten in H betrachten. Dieser beschreibt die Multiplikation von H. Analog erhalt
man durch Einschrianken des Invertierungsmorphismus i1 G — G auf H einen
Morphismus

i""H— H,
welcher den Ubergang zum inversen Element fur H beschreibt. Die drei kommutativen

Diagramme fur H erhdlt man aus denen fur G durch Einschranken auf H.
QED.

2.1.1.4 Die rationalen Punkte einer F-Gruppe

Sei G eine F-Gruppe. Dann besitzt die Menge G(F) der rationalen Punkte von G in
naturlicher Weise die Struktur einer Gruppe.
Beweis. Nach Definition ist

G(F) = {F-Morphismen A0 — X}

(vgl. 1.6.16). Dann definiert die Gruppen-Multiplikation u: GXG — G eine
Abbildung

G(F) x G(F) — G(F), (f, g) & ue(fxg).
Die kommutativen Diagramm von Bemerkung 2.1.1.1 (vi) bedeuten gerade, daf§ auf

diese Weise eine Gruppen-Operation definiert ist.
QED.

2.1.2 Beschreibung der Gruppen-Axiome im Fall linearer algebraischer
Gruppen mit Hilfe von k-Algebra-Homomorphismen.

Sei G eine lineare algebraische Gruppe mit dem Koordinatenring
A =Kk[G].
Dann sind nach Definition die Morphismen

w:GxG — G, (x,y) » xey,undi: G — G, x » x'l,

definiert durch Algebra-Homomorphismen
A=p* A — A®kA bzw. L :=i*: A — A.

Diese heiBlen Komultiplikation von G bzw. Antipode von G. AuBerdem definiert das
neutrale Element e von G einen Algebra-Homomophimus

e: k[G] — k, f b f(e),
welcher ebenfalls vom e bezeichnet wird (e wird als k-rationaler Punkt von G
aufgefalt).

Wir verwenden auflerdem die Bezeichnungen m un ¢ fur die Multiplikationsabbildung

m: A®A — A, f®g 1 feg,
bzw. fur die Zusammensetzung

e
e A—kSA

von e mit der natirlichen Einbettung k & A, ¢ » cel,. Die Gruppen-Axiome kann

A
man dann durch die folgenden kommutativen Diagramme ausdriicken.
Das Assoziativgesetz.




A®id

ARA®A +— AQ®A

id@AT TA
A

A®A «— A

Existenz des neutralen Elements.

1d®e
A «— A®A

e@id]  Nid Ta

A
A®A «— A
Existenz des inversen Elements.

1®id
ARA — A®A

AT lm

€
A — A

Al Tm
1d®u
A®A — A®A

Der Fall von F-Gruppen

Sei jetzt G eine F-Gruppe, welche als Varietat affin ist. Dann hat der Koordinaten-Ring
von G die Gestalt

k[G] = F[G]®Fk

mit einer (endlich erzeugten) F-Algebra F[G], und k-Algebra-Homorphismen A, t, e
und ¢ entstehen F-Algebra-Homomorphismen durch Anwenden des Funktors ®Fk.

Wenn man in den obigen Diagrammen die k-Algebra A uiberall durch F[X] ersetzt, das

Tensorprodukt uiber k uiberall durch das tiber F und die Homomorphismen A, \, € und €
durch die entprechenden F-Algebra-Homomorphismen, so erhdlt man Diagrammen, die
nach Anwenden des Funktors ®Fk kommutativ werden (und fur die Gruppen-Axiome

von G stehen).
Zeigen wir, dall diese Diagramme bereits vor dem Anwenden des Funktors ®Fk

kommutativ sind.
Dazu reicht es zu zu zeigen, dafl fur zwei F-Algebren A und B und je zwei F-Algebra-
Homomorphismen

f, g: A — B mit f®Fk = g®Fk
bereits f = g gilt. Dazu betrachten wir f und g als F-lineare Abbildungen und bilden
deren Differenz. Wir erhalten eine F-lineare Abbildung und eine exakte Sequenz
i f-
0 — Ker(f-g) — A —g> B
von F-Vektorraumen. Durch Anwenden des Funktors ®Fk erhalten wir eine exakte

Sequenz

®_ k

(f-g)®k
— B F

i®k
0— Ker(f—g)@Fk — A®Fk



wobei die lineare Abbildung rechts identisch O ist. Deshalb ist die Injektion links auch
surjektiv und der Kokern ist trivial

Koker(i®k) = 0.
Weil ®Fk ein exakter Funktor ist, kommutiert er mit dem Ubergang zum Kokern, d.h.
es gilt
Koker(i)@Fk =0
Weil das Tensorprodukt mit direkten Summen kommutiert bilden fur jede Basis
Mhea
des F-Vektorraums Koker(i) die Elemente Vx®1 eine Basis des k-Vektorraums

Koker(i)@Fk. Letzterer ist O, d.h. die Anzahl der Basis-Elemente ist 0. Dann ist aber
auch Koker(i) = 0, d.h. i ist surjektiv und es gilt f = g.

2.1.3 Aufgaben

Aufgabe 1
Uberprufen Sie die Ubersetzung der Gruppen-Axiome von 2.1.2.

Hinweis. Die kommutativen Diagramme von 2.1.2 entstehen aus denen von
Bemerkung 2.1.1.1 (vi) durch Anwenden des Funktors

{Affine Varietiaten } — { k-Algebren }, X » k[X], :X—Y b f*:k[Y] — Kk[X].

(vgl. Bemerkung 1.4.7 (vi)). Es reicht deshalb die Diagramme von Bemerkung
2.1.1.1(v1) zu uberprufen.

Aufgabe 2

Definieren Sie den Begriff der Praalgebraischen Gruppen basierend auf dem Begriff der
Pravarietat (vgl. 1.6.1). Zeigen Sie, jede praalgebraische Gruppe ist algebraisch.

Beweis. Definition: eine praalgebraische Gruppe ist eine Pravarietit G zusammen mit
drei Morphismen

wGxG—Gi:G—G,e:G— G,
fur welche die Diagramme von Bemerkung 2.1.1.1 (vi) kommutativ sind, wobei der

Morphismus eine konstante Abbildung ist. Zu zeigen ist, daf} das Bild der Diagonal-
Abbildung
D: G — GXG, x » (X, X),
abgeschlossen ist. Die Abbildung
¢ = we(idxi):G x G — G, (xy) b (6, y 1) b xey’ ],
ist als Zusammensetzung von Morphismen ein Morphismus. Weil G eine Pravarietat ist,
besitzt das neutrale Element e € G eine affine offene Umgebung, sagen wir

e € U = affin und offen in G.

Auch die Einschrankung
-1
Py=ql _ o (U)— U
¢ l(U)
ist ein Morphismus (und insbesondere stetig).
Es gilt

Im(D) ={(x,y) €GxGlx=y}
= {(xy) EGxG I xy l =¢?
= ¢ l(e).



=y,
Weil  stetig ist, reicht es zu zeigen, dal} die einpunktige Menge {e} abgeschlossen ist.
Das ist aber der Fall: jede einpunktige Teilmenge {p} einer algebraischen Menge X ist

abgeschlossen:
{r}= V(Mp)-

Explizit: fur p = (pl,...,pn) eX Ck"ist

p= V(Tl-pl,...,Tn-pn) N X= VX(Tl-pIIX,...,Tn-pnIX).
QED.

2.1.4 Beispiele
Beispiel 1: Ga

Sei G = Al mit der Addition als Gruppenoperation, d.h. Gruppenstruktur ist gegeben
durch

u:GxG— G, (x,y) » x+y,

1G—G,xX P X,

e:G—G,xp» 0.
Der Koordinatenring von G ist

k[G] =k[A] =K[T] (eine Unbestimmte).

Die zugehorigen k-Algebra-Homomorphismen sind:

A = u*: k[T] — k[T]®K[T] = k[T, U], p(T) » p(T+U),

= 1% kK[T] — Kk[T], p(T) = p(-T).

e =e*: k[T] — k, p(T) » p(0).
Die affine Gerade Al mit dieser Gruppen-Operation wird mit

G
a

bezeichnet und heifit additive Gruppe.

Fur jeden Teilkorper F von k definiert der Polynomring F[T] von k[T] eine F-Strutur
der Gruppe.

Beispiel 2: Gm
SeiG=Al- {0} mit der Multiplikation als Gruppenoperation, d.h. die
Gruppenstruktur ist gegeben durch

wGxG— G, (X,y) b Xy,
1G—G,xp x'l,

e:.G—G, xp 1.
Der Koordinatenring von G ist
KIG] = K[A-{0}] = K[T]., = KIT,T!] (eine Unbestimmte).
Die zugehorigen k-Algebra-Homomorphismen sind:
A = ws KT,T N — kT ek, = krrtu,uly, pen) s preu),
L= i% K[T,T 1 — k[T, 71, pm) » pr .



e =e*: k[T] — k, p(T) » p(1).

Die punktierte affine Gerade Al—{O} mit dieser Gruppen-Operation wird mit
Gm oder GL |

bezeichnet und heiflt multiplikative Gruppe.

Fur jeden Teilkorper F von k definiert der Ring F[T,T™
der Gruppe.

1] von k[T,T'l] eine F-Strutur
Fur jede von O verschiedene ganze Zahl n ist
G —G ,xm x",
m m

ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen.
Ist die Charakteristik von k eine Primzahl, sagen wir
Char(k) = p,

und n eine Potenz von p, so ist ¢ ein Isomorphismus von abstrakten Gruppen, jedoch
keiner von algebraischen Gruppen, denn

o*: KT, T 1] — KT, TN, p(T) b p(T™),
ist nicht surjektiv fur n # x1. (vgl. Bemerkung 1.4.7(vi)).
Beispiel 3: GLn
Sei

M
n

die Menge der nxn-Matrizen mit Eintragen aus k. Wir konnen diese Menge mit dem k™
identifizieren. Die Determinante definiert eine regulare Funktion

det: K" — k
2
auf dem k" . Die allgemeine lineare Gruppe ist definiert als die offene Hauptmenge
G:=D(det)={A E Mn | det(A) # 0}

mit der Matrizen-Multiplikation als Operation, d.h. die Gruppenstruktur ist gegeben
durch

w G xG— G, ((X)(y ))H(X)(y)—(E
v=1

i: G —s G, () (xij)'l = det(x)'l-(Aji(x)),
e: G—G, (Xij) B> (6ij).

Dabei sollen die Aij(x) die adjungierten Unterdeterminanten von X=(Xij) bezeichnen.

v \/J

Der Koordinatenring der Gruppe ist
k[G] = k[Tij , det(Tij)'1 lij=1,...,n]
mit Unbestimmten Ti"

Die zugehorigen k-Algebra-Homomorphismen sind:

A=p*: k[G]—k[G]®K[G], p(... T o) B Planey E Tiv®ij"")’
V—l
L =1*: k[G] — k[G], p(... T ) B PG det(T) (Aji(T))"")'



e = e*: k[G] — k, p(...,Tij,...) B p(..,0
Dabei soll T die Matrix der Tij bezeichnen.

).

T

Die offene Hauptmenge G = D(det) mit dieser Gruppen-Operation wird mit

GL
n

bezeichnet und heilt allgemeine lineare Gruppe.
Fur n = 1 erhalten wir gerade das vorige Beispiel 2.

Da Mn eine irreduzible Varietat ist, ist auch die offene Teilmenge GLn irreduzibel (vgl.
1.2.3(i) und Bemerkung 1.2.3). Insbesondere ist
dim GL_=dimM_=n’
n n
(vgl. 1.8.1.1).

Beispiel 4: abgeschlossene Untergruppen der GLn

Jede Untergruppe der GLn’ welche abgeschlossen ist in der Zariski-Topologie, ist eine

lineare algebraische Gruppe. Hier ist eine Liste von Beispielen.
(a) Die endlichen Untergruppen der GLn .

(b) Die Gruppe Dn der nicht-singularen Diagolnalmatrizen.

(c) Die Gruppe Tn der oberen Dreiecksmatrizen X = (Xij)EGLn mit xij:O furi>].

(d) Die Gruppe Un der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen, d.h. der X:(xij)E Tn
fur welche die Eintrage auf der Hauptdiagonalen gleich 1 sind.
(e) Die spezielle lineare Gruppe SLn ={XE GLn ldet(X) =1 }.

() Die orthogonale Gruppe O_:={ X €GL_| xTex =11,

(g) Die spezielle orthogonale Gruppe SOn = Onﬂ SLn'

(h) Die symplektische Gruppe szn ={X€E GLn I XTeJeX = 1 } mit

01
I = n
_(_1 O ]'
n

Dabei soll ln die nxn-Einheitsmatrix bezeichnen.

Beispiel 5: elliptische Kurven
Als Beispiel fur eine nicht-lineare algebraische Gruppe (die wir im folgenden nicht
brauchen) erwéhnen wir die elliptischen Kurven. Diese sind abgeschlossene
Teilmengen des P™. Der Einfachheit halber nehmen wir an, die Charakteristik von k ist
von 2 und 3 verschieden,

Char(k) #= 2, 3.

Dann kann eine solche Gruppe definiert werden als die Menge der [x ]le P2 mit

0712
2 3 2 3
XOXZ—X1+a'X1‘X0+ 'Xo,

wobei a, b € k so gewahlt sind, dal das Polynom T3 + a*T + b keine mehrfachen
Nullstellen besitzt.



Das neutrale Element der Gruppe ist e = [0,0,1]. Die Gruppen-Operation ist kommutativ

und wird additiv geschrieben. Sie ist so beschaffen, da3 fur drei Punkte a, b, c € G
at+b+c=e

gilt, wenn sie im ]P’2 einer linearen Relation

COXO + clx1 + c2x2 = (0 mit ci € k, nicht alle ci gleich 0,
genuigen (d.h. wenn sie auf einer Geraden liegen). Auf diese Weise ist eine Addition
definiert. Es ist nicht schwer, zu zeigen, daf}

X = -X2] furx = -X2] €G

Yo Yoy
gilt.

Die Addition kann durch explizite Formeln beschrieben werden, welche jedoch nicht
besonders erhellend sind. Ein Beweis des Assozialivgesetzes dieser Operation auf der
Basis dieser Formeln wiare unangemessen. Es gibt bessere geometrischere Wege die
Gruppenstruktur auf einer solchen Kurve zu behandeln. Wir verweisen auf Hartshorne

[1], Beispiel IV.1.3.7, Beispiel 1V.3.3.3 und Proposition IV.4.6.
2.1.5 Aufgaben

Aufgabe 1

Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber k.
(a) Definieren sie eine lineare algebraische Gruppe GL(V), deren abstrakte Gruppe

die Gruppe der umkehrbaren linearen Abbildungen V — V ist und die isomorph
ist zur GLn mitn=dim V.

(b) Eine F-Struktur VO auf V (1.3.7) definiert die Struktur einer F-Gruppe auf

GL(V). Die entsprechende Gruppe der rationalen Punkte GL(V)(F) ist die

Gruppe GL(VO) der umkehrbaren F-linearen Abbildung V0—>V0.

Beweis. Zu (a). Wie gefordert definieren wir
GL(V) :={ fEHomk(V, V)| fumkehrbar } = Autk(V)
also die Gruppe der k-linearen Automorphismen von V. Um die Analogie zur Gruppe
GLn zu betonen, konnen wir
GL(V) :={ fEHomk(V, V)| det(f) # 0}

auch als Gruppe der k-linearen Endomorphismen von V mit von 0 verschiedener
Determinante beschreiben. Man beachte, die Determinante eines Endomorphismus f
wird zwar mit Hilfe einer Basis von V definiert, hingt aber nicht von dieser Basis ab.

Wir haben den Koordinatenring der zu konstruierenden linearen algebraischen Gruppe
zu beschreiben.

Dazu betrachten wir den dualen Vektorraum

V* = Homk(V, k).
Wenn wir eine Basis el,...,en von V fixieren und die Elemente der dazu dualen Basis
mit Tl""’ Tn bezeichen, so wird durch den Isomorphismus

V — kn7 Vi (TI(V)V'" Tn(V))7
der k-Vektorraum V mit dem k™ identifiziert, wobei e gerade mit dem i-ten Standard-

Einheitsvektor des k™ identifiziert wird. Die Elemente von V* sind dann gerade die k-



Linearkombination der Koordinatenfunktionen Ti auf dem A™ = k™, d.h. die linearean
Polynome des Koordiantenrings
ny _

k[AY] = k[Tl""’ Tn].

Bezeichne
Eij €E = Endk(V) = Homk(V,V)
den linearen Endomorphismus mit
e.furv = j
E.(e )=41
y v 0 sonst

Die Eij bilden dann eine k-Vektorraumbasise von E. Bei der obigen Identifikation von V

mit dem k™ wird der Endomorphismenring E identifiziert mit
— n ;n _
E_Homk(k ,k )_Mn
dem Ring der nxn-Matrizen mit Eintragen aus k, wobei Ei' gerade der Matrix entspricht,
deren einziger Eintrag sich in der Position (i,j) befindet und gleich 1 ist, d.h. der Matrix
mit
E.ee.=e.undE..c.e =0furv # j.
ijj i ij v
Die Elemente der zur Basis der Eij € E dualen Basis bezeichnen wir mit
1 fur u=i und v=j

0 sonst
Bei der Identifikation von E mit dem Matrizenring Mn sind die Elemente des E* gerade

K e —
Tij EE* = Homk(E, k), Tij(EuV) =

die k-Linearkombinationen der Koordinatenfunktionen Tij auf Mn , d.h. die linearen

Polynome des Koordinatenrings
k[Mn] = k[Tij lij=1,..,n]

Die koordinatenfreie Variante k[E*] dieses Rings ist die symmetrische Algebra von E*
uber k,
k[E*] := Sk(E*)

Formal ist die symmetrische Algebra uiber einem k-Vektorraum V durch eine
Universalitatseigenschaft definiert: S(V) ist eine kommutative k-Algebra, welche den k-
Vektorraum V enthalt,

V& S(V)
mit der Eigenschaft, daf es fur jede k-lineare Abbildung
V—A
mit Werten in einer k-Algebra A genau genau eine Fortsetzung
S(V) — A

zu einem k-Algebra-Homomorphismus gibt.
Dies entspricht der Universalititseigenschaft des Polynomrings k[X1 ,...,XS] in den

Unbestimmten, daf} es zu beliebig vorgegebenen Werten a a € A in einer

=
kommutativen k-Algebra A genau einen k-Algebra-Homomorphismus

GKIX X

gibt mit q)(Xi) = ai furi=1,...,s.



Ist A = Sk(V) und bilden die a, eine Basis von V C S(V), so solgt diese
Universalitatseigenschaft fur die Existenz eines k-Algebra-Homomorphismus
cp:k[Xl,...,XS] — Sk(V),

dessen Einschrankung auf k[X]1 =keX 44 k-XS ein k-linearer Isomorphismus

1

cplk[X]l:k-X1+...+ k°XS — V.
Auf Grund der Universalitatseigenschaft von Sk(V) 1aBt sich die Umkehrung dieses

Isomorphismus auf genau eine Weise fortsetzung zu einem k-Algebra-
Homomorphismus

P: S(V) — k[Xl""’Xs]'

Nach Definition von ¢ und 1y setzen die Zusammensetzungen

@o: S(V) — S(V) und yep: k[Xl""’Xs] — k[Xl’”"Xs]

die identische Abbildung V — V bzw. die identische Abbildung der Menge der
Unbestimmten {Xl""’Xs} auf sich fort. Diese Eigenschaften haben aber auch die

identischen Abbildungen
ldS(V): S(V) — S(V) bzw. ldk[X]: k[Xl""’Xs] — k[Xl"”’Xs]'
Auf Grund der Eindeutigkeitsaussagen der Universalititseigenschaften gilt
QoY = 1dS(V) und Yo = ldk[X] ,

d.h. @ und y sind zueinander inverse Isomorphismen.
Kehren wir zur symmetrischen Algebra iiber dem k-Vektorraum E* zuriick bzw. zu den
Koordinatenfunktionen Tij auf dem Matrizenring Mn' Wir wir wissen ist die

Determinante
det: Mn —k

ein Polynom in den Koordinatenfunktionen Tij: MIl — k, d.h. est gilt

det € k[Tij lij=1,.,n]= k[Mn]
Beim gerade konstruierten Isomorphismus
k[Tij li,j=1,...,n] — S(E*)
wird diese Determinate in die Determinante det: E = Endk(V) — k abgebildet, d.h. die

letztere Determinante liegt in S(E*),
det € S(E*).
Das Analogon des Koordinatenrings

_ N _ .
KIGL, ] = K[T,j, det(T;)™ i = Lo n] = KT lij = 1o dexTy)

ist damit der Quotientenring
% — % B 1
Sk (E )det = Sk(E )det "]

Mit S(E*) ist auch Sk(E*)[det'l] eine endlich erzeugte k-Algebra, und als

Quotientenring eines nullteilerfreien Rings ist Sk(E*)[det'l] nullteilerfrei, also reduziert.



Damit ist dieser Ring der Koordinatenring einer affinen algebraischen Varietit, die wir
GL(V) nennen wollen,

k[GL(V)] = Sk(E*)[det'l].
Wir haben noch die Komultiplikation
A: kK[GL(V)] — k[GL(V)]® k[GL(V)]
und den Antipoden
1 K[GL(V)] — k[GL(V)]
zu beschreiben.
Beschreibung von A.

Fur jedesl £ € E* ist

ExE—k, (f, g) » €(fog)
eine wohldefinierte iiber k bilineare Abbildung, induzier also eine k-lineare Abbildung

E® E—k fOg {(fog).

Wir erhalten so eine k-lineare Abbildung
a =
% * %k k *
E* — Homk(E®kE, k) ? E ®kE S S(E )®k S(E*)

Dabei ist a die k-lineare Abbildung mit
a(@)(f®g) = €(fog)

Die Einbettung von E>‘<®kE>‘< in das Tensorprodukt S(E*)@kS(E*) ist gerade das

Tensorprodukt der naturlichen Einbettung E* & S(E*) mit sich selbst.
Die Abbildung f soll die Umkehrung des Isomorpismus
Y: E"‘®kE>‘< — Homk(E®kE, k), f®g b (U®V B f(u)eg(v)).

S ist tatsachlich ein Isomorphismus. Um das einzusehen, verwenden wir die
Basis der e, von V und die zugehorige Basis der Tij von E*. Die paarweisen

Tensorprodukte Tij®TuV bilden dann eine Basis von E*®E*. Das Bild von Tij®TuV in
der Hom-Menge rechts ist die k-lineare Abbildung, welche das Element Eij ®EuV in die

Eins und alle anderen Ei’j’®Eu’V’ in die O abbildet, d.h. die y(Tij®Tuv) bilden gerade

die duale Basis zur Basis der Eij®EuV von E®kE' Die Abbildung y uberfuhrt also eine

Basis in eine Basis und ist damit ein Isomorphismus.

Die  Universalitatseigenschaft ~der  symmetrischen  Algebra liefert einen
Ringhomomorphismus

S(E*) — S(E*)@kS(E*) — S(E*)det®kS(E*)det

Wenn wir V mit Hilfe der e, mit k? identifizieren und so S(E*) mit k[Mn], so ist das

n
. s . o) — . .
Bild von TijEE bei o die Abbildung f®g Tij(f 2= Tiv(f) ij(g), d.h. das Bild

v=1
n
vonT.. EE*in E*® E*ist A(T..)= Y T. ®T .. Das Bild der Determinante bei dieser
ij k ij v V]

v=1



Abbildung ist, wie wir wissen eine Einheit in S(E*) S(E*) det ’ faktorisiert sich

®
det "k
also uiber den Quotientenring S(E*) det Wir erhalten eine Abbildung
— * * % —
k[GL(V)] = S(E*) dot S(E*) det®kS(E ) det = k[GL(V)]®kk[GL(V)],
welche bezuglich der durch die Basis der e, von V bestimmten Koordinaten mit der

Komultiplikation der GLn ubereinstimmt.

Beschreibung von t.
Der Ubergang zum Inversen ist eine selbstinverse und damit bijektive Abbildung

D(det) —s D(det), x > x|
der offenen Hauptmenge D(det) C E. Beziiglich der durch die Basis der e bestimmten

Koordinaten eine reguldare Abbildung auf der offenen Hauptmenge D(det) = GLn und

induziert einen k-Algebra-Homormorphismus des Koordinatenrings in sich,
vk[GL(V)] — k[GL(V)]

diese Abbildung verwenden wir Antipoden fur die GL(V). Bezuglich der zu den e,

gehorigen Koordinaten ist es gerad der Antipode der GLn'

Die GL(V)_ist eine lineare algebraische Gruppe mit der Komultiplikation A und dem

Antipoden t.
Zum Beweis mussen wir die Kommutativitat der die Gruppenstruktur beschreibenden

Diagramme beweisen. Da A und v fur die zu den e, gehoigen Koordinaten mit der
Komultiplikation bzw. dem Antipoden von GLrl uibereinstimmen, die zugehorigen

Diagramm also mit den zu GLn’ sind diese Diagramme kommutativ.

Zu (b). Mit
— *k
FIGL(V)] := SF(EndF(VO) )
gilt
F[GL(V)]@Fk = Sk(E*) = k[GL(V)].
Das liegt daran, das SF(EndF(VO)*) dieselbe Universalitatseigenschaft iiber F besitzt
wie Sk(E*) iiber k.
Wenn man k durch F und E durch E0 = EndF(VO) ersetzt lassen sich Komultiplikation

und Antipode in derselben Weise wie ober uiber F konstruieren. Anstelle der Diagramme
von k-Algebra-Homomorphismen, welche die Gruppen-Struktur von GL(V)
beschreiben, erhdlt man Diagramme von F-Algebren, welche nach Anwenden des

Funktors ®Fk kommutativ werden. Diese Diagramm sind deshalb selbst schon

kommutativ. Die Kommutativitit dieser Diagramme hat zur Folge, daf}

GL(V)(F) = HomF_ Alg(F[GL(V)], F)

eine Gruppenstruktur hat: durch Anwenden des kontravarianten Funktors Hom(?,F) auf
diese Diagramme, erhdlt man die Diagramme von Bemerkung 2.1.1.1 (vi) mit
GL(V)(F) anstelle von G, deren Kommutativitit dquivalent ist zu den Gruppen-
Axiomem fur GL(V)(F).

QED.



Aufgabe 2
Uberpriifen Sie, ob die Untergruppen der GLn von 2.1.4 Beispiel 4 tatsachlich

abgeschlossen sind in GLn'
Beweis. Wir haben zu zeigen, diese Untergruppen sind als Teilmengen der GLn durch

polynomiale Gleichungen definierrt.

Zu (a). Die endlichen Untergruppen der GLn }

Jede einpunktige Menge einer algebraischen Menge X ist abgeschlossen, denn fur x €
X gilt
{(x}=VM,)

Dabei sei Mx das maximale Ideal der Funktionen von k[X] mit der Nullstelle x. Damit

ist aber auch jede endliche Teilmenge von X abgeschlossen.

Zu (b). Die Gruppe Dn der nicht-singuliren Diagolnalmatrizen.
Es gilt
D = {(Xij) €GL_| %= 0 furi # j},

d.h. Dn besteht aus den Nullstellen in GLn der linearen Polynome Xij miti # j.

Zu (¢). Die Gruppe Tn der oberen Dreiecksmatrizen .

Tn ={ (Xij)EGLn | Xij=0 furi>j}.
Zu (d). Die Gruppe Un der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen.
Es gilt

Un ={ (xij)E Tn I X - I=0furi=1,.,n},
d.h. Un ist abgeschlossen in Tn' Weil Tn abgeschlossen in GLn ist, ist damit auch Un

abgeschlossen in GLn'

Zu (e). Die spezielle lineare Gruppe SLn'
Es gilt
SLn={x€GLnIdet(x)— 1=0}.
Weil die Determinante einer Matrix ein Polynom der Eintrage dieser Matrix ist, ist SLn
abgeschlossen in GLn'
Zu (f). Die orthogonale Gruppe On .

_ T, _
On —{xEGLnlx x=1}

n
={ (Xij) € GLn ) Xvixvj = 6ij furi,j=1,..n}
v=1
Zu (g). Die spezielle orthogonale Gruppe SOn.

SOn = OnmSLn
={XEOn|det(x)=1}



n
={ (Xij) € GLn > XViXVj = 6ij furi,j=1,...,n und det(xij) =1}

v=1
Zu (h). Die symplektische Gruppe Sp o

= Too —
Sp2n —{XEGLn|X Jex=1}

n n
={ (Xij) e GLn Fyy XMi.aMV.XVj = 6ij fur i,j=1,...,n }
u=Iv=1

Dabei seien die aij die Eintrage der Matrix
01
J= n
) ( ) 1 O ] '
n

A= K[SL,] = K[T [T, T3, T, J(T *T, T, To-1) = kit stoutoot, ]

wobei ti die Restklasse von Ti bezeichnet. Sei B die von den Produkten

QED.

Aufgabe 3
Es gilt

t.t, mit i,j=1,....4
i]

erzeugte Teilalgebra von A uber k,
2 2 2

2
B = Al], tt, t ittt 0, bttt (5, ot 1] ( C A).

(a) Seien A und . die k-Algebra-Homomorphismen, welche die Gruppen-Struktur

der SL2 definieren. Zeigen Sie, es gilt

A(B) C B®B und «B) = B.

Verwenden Sie dies, um zu zeigen, dafl es eine lineare algebraische Gruppe

PSL2 gibt mit dem Koordinatenring B.

Zeigen Sie, die naturliche Inklusion B <& A definiert einen Homomorphismus

algebraischer Gruppen

SL2 — PSL2

mit einem Kern der Ordnung < 2.

(b) Istchar(k) # 2, so besteht B aus den Funktionen f € A mit f(x) = f(-x) fur jeden

Punkt x € SL2.

(¢c) Istchar(k) =2, so definiert der Homomorphismus von (a) einen Isomorphismus
der abstrakten Gruppen, der jedoch kein Isomorphismus algebraischer Gruppen

ist.
Beweis. Sei S eine weitere Unbestimmte. Dann gilt
k[SL2] = k[GLz]/(det(Tij) -1 (Nach Definition von SL2)

_ 1 ]
=KIT) T} T, T, det(T) /det(Ty) - 1)
ST T Ty Ty, SUSet(Ty) - 1, det(Ty) - )
SIS - 1, det(T;) - )

=k[T) T 5.5 Th)
=K[T, . T,,T, 1,T22]/(det(Tij) 1.



Mit T1 = Tll’ T2 = T12 , T3 T21, T4 = T22 erhatlen wir

[SL 1= k[T1 > ,T4]/(T1 T4 ) T3 1).
Bezeichnet tij die Restklasse von Tij’ kénnen wir auch schreiben

K[SL.] = k[t

o) 11tttk

Zu (a). Der k-Algebra-Homomorphismus A: A — A®A ist induziert durch die

2
Komultiplikation der GL2 welche Tij abbildetin ) Tiv®ij' Es gilt also
v=1
2
A(tij)z S tiv®t\q
v=1
Weil A ein k-Algebra-Homomorphismus ist folgt
2 2
At .ot.,., = ®t
(Gt (35,8034, 8t )
u=1 u=1
2 2
=3 3 tiu. ti’v ® th. tvj’ .
u=lpu=1

Weil die Produkte t. «t., undt .-t .,in B liegen, ist die Summe auf der rechten Seite
iw 1’'v W o vj

ein Element von B®B. Damit liegt aber auch jedes Polynom uiber k in solchen Summen
auch in B, d.h. es gilt

A(B) C B®B.
Analog ist der k-Algebra-Isomorphismus t: A — A induziert durch den Antipoden der
GL2 , welcher Tij abbildet in

_1. _ . _ 1+.]o
det(T) (Aji(T)) = (Tll T22 T12 21) -1 T3 -j, 31"
Es ist also
_ . _ . _1. _ 1+jo
W) =ty -ttty sCD T g
t,, t
.. 11 12
- (_1)1+J.t3_, 3 (wegendet =1
15 21 22

Man beachte, es gilt
2 — 1\ 1t
d.h. v ist selbstinvers.

Weil 1 ein k-Algebra-Homomorphismus ist, folgt

. = (- i+J+1’+j,o °
l‘(tlJ tl’J,) ( 1) t3-j,3-i t3_j”3_ia € B,

also
uB) C B.
Weil « selbstinvers ist, gilt damit auch
= u(uB)) & uB),

zusammen also



u(B) =B.
Wegen A(B) € B®B und «B) = B kann man in den kommutativen Diagrammen,
welche die Gruppen-Struktur der SL2 beschreiben, den Ring A = k[SL2] durch den

Teilring B ersetzen (und die Homomorphismen durch deren Einschrankungen). Man
beachte, der k-Algebra-Homomorphismus

e:A—k

liefert dabei einen k-Algebra-Homomorphismus B — k, der k-Algebra-
Homomorphismus

m: A®A — A, x®y 1 xy,
einen k-Algebra-Homomorphismus

B®B — B, x®y 1 xvy,

und die naturliche Einbettung k & A wird zur naturlichen Einbettung k < B.

Weil die k-Algebra B endlich erzeugt ist und als Teilalgebra von A auch reduziert, ist sie

der Koordinatenring einer algebraischen Menge, die wir PSL2 nennen wollen,
k[PSLz] =B,

und die gerade konstruierten kommutativen Diagramme versehen PSL2 mit der

Struktur einer linearen algebraischen Gruppe,

PSL2 ist eine lineare algebraische Gruppe.

Die naturliche Inklusion B & A definiert wir jeder k-Algebra-Homomorphismus einen
Morphismus affiner Varietiten

T SL2 — PSL2.
Nach Konstruktion ist die Komultiplikation A’ von PSL2 gerade die Einschrankung

der Komultiplikation A von SL2. Genauer, das Diagramm

A
A — A®A
N) J

b

A
B — B®B
ist kommutativ. Wir gehen zu den zugehorigen Morphismen affiner algebraischer
Varietaten uber und erhalten ein kommutatives Diagramm

u
SL2 «— SL2><SL2

lﬂ lﬂxﬂ >

M’
PSL2 «— PSL2XPSL2

wobei W die Multiplikation von PSL ’ bezeichnet. Die Kommutativitit dieses
Diagramms bedeutet, da3 der Morphismus it ein Gruppen-Homomorphismus ist, und
damit ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen,

T SL2 — PSL2
Wir haben noch zu zeigen, der Kern von mt besteht aus hochstens zwei Elementen. Dazu
betten wir PSL , mit Hilfe der Erzeuger ti'ti’ ., von B in den affinen Raum ein,

ist ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen.

2



PSL, < k10,
2 2 2 2
X (tl (X) ?tltz(x) ’t1t3 (X) 7t 1 t4(X) ,tz(X) 7t2t3 (X),t2t4(X) ’t3 (X) ,t3t4(X),t2(X))
Dabei ist t1 = tll’ t2 = t12 , t3 = t21, t 4= t22. Die Koordinatenfunktionen des
Morphismus
T SL2 — PSL2

erhalten wir, indem wir m mit den Koordinatenfunktionen von tijti’,j’ von PSL2
zusammensetzen. Damit hat &t die Gestalt
s SL2 — Al0
mit
n((xn X12)) = (X..X., i l1,j,1,) € {1,2} mit (i,j) = (i’,j"))

X21 X22 1] 1

Dabei seien die Paare lexikographisch geordnet: (1,1) < (1,2) < (2,1) < (2,2). Aus der
Abbildungsvorschrift lesen wir ab, fur jede 2x2-Matrix mit der Determinanten 1 gilt

w(A)=mn(-A) fur A € SL2.

Wir werden die Umkehrung beweisen, d.h. fur Matrizen A,B € SL2 besteht die

Implikation
m(A)=n(B) = A ==xB.

Weil & ein Gruppen-Homomorphismus ist, reicht es zu zeigen,

X, X X 1 X
11712 11712 10
7o( ) € Ker(n) = :i(OI).
*21 %22 *21 %22
Sei also
X, X
11712
X € Ker(m),
21722
Dann gilt
X, X
11712 10
Jt(x X ):u((Ol))'
21722
Die Bilder haben dieselben Koordinaten, d.h.fur beliebige i und j gilt
2 2
Xij = O
also
x2 =
/A
also
-+ -+ = =
X =EL Ry =X =%y, =0,
Wir haben noch zu zeigen, daf3 X1 und X599 dasselbe Vorzeichen haben. Das ist aber
so, denn es gilt
X1 =00y = il = 1

Damit kennen wir den Kern von ,



Ker(r) = {i((l)(l))}.

Man beachte, in der Charakteristik 2 ist dies eine einelementige Menge, d.h. im Fall
char(k) = 2 ist i injektiv.

*11%12
Zu (b). Fur jede Matrix x = € SL,, gilt
XA, X 2
21722
tij(x) = Xij
tlJtl’,J’(X) = Xij.xi’,j’ = (_Xij).(_xi’,j’) = tljtl’,J,(_X)

Da die tijti’ i die k-Algebra B erzeugen, folgt
f(x) =f(-x)  fur jedes f € B und jedes x € SL2.

Sei jetzt umgekehrt f € A eine Funktion mit f(x) = f(-x) fur jedes x € SL2. Wir

schreiben f in der Gestalt

f:’f0+f1

wobei fO eine Linearkombination iiber k von Potenzprodukten geraden Grades in den ti.

und f 1 eine Linearkombination iiber k von Potenzprodukten ungeraden Grades in den tij

sein soll. Dann gilt fur jedes x € SL2 :
f(x) = fO(X) + f1 (x) und
f=1(x =1, -£,x)

also
2+f(x) = 2~f0(x).

Wegen char(k) # 2 ist 2 € k eine Einheit. Wir konnen mit dem Inversen mulitplizieren

und erhalten
fx) = fO(x) fur jedes x € SL2,
alsof=f_in A, alsof=f_ € B.

0 0
Zu (c). Weil
BCA
ein echter Teilring von A ist, ist der durch die naturliche Einbettung
BS A

induzierte Morphismus von affinen Varietiten
n: SL ) — PSL2

kein Isomorphismus von Varietaten (vgl. Bemerkung 1.4.7 (vi)).

Wie bereits erwahnt ist

Ker(r) = {i((l)(l) ).

im Fall der Charakteristik 2 eine einelementige Menge, d.h.
T SL2 — PSL2

ist dann injektiv.



Es reicht also zu zeigen, dall m surjektiv ist. Sei y € PSLZ. Betrachten wir den

Homomorphismus von k-Algebren
B:B —k, f » f(y).
Es reicht zu zeigen, dieser 146t sich fortsetzen zu einem k-Algebra-Homomorphismus
oA — Kk,

denn dieser hat dann nach 1.3.4(3) die Gestalt f > f(x) mit einem Punkt x € SL2. Weil

o. den Homomorphismus B fortsetzt, gilt Ker(a) (1) B = Ker(p), also
MX (B=M ,
also m(x) = y (vgl. den Beweis von Bemerkung 1.4.7 (iii)). Beweisen wir also die

Fortsetzbarkeit von 3 zu einem k-Algebra-Homomorphismus a. Dazu wiederrum reicht
es, die folgenden Aussage zu beweisen:

Fur jedes maximale Ideal q von B gibt es ein maximales Ideal p
von A mit g=p( \B.

Nach Definition von B liegen die Quadrate der Erzeuger ti. von A in B. Dann liegen aber
auch die Quadrate beliebiger Potenzprodukte der tij in B. Weil die Charakteristik gleich
2 ist, liegen damit auch die Quadrate beliebiger Linearkombinationen dieser
Potenzprodukte in B, d.h. es gilt

f2 € B fur jedes f € A.
Fur ein vorgegebenes maximales Ideal q von B setzen wir

p={fEAIfPEq}.
Weil die Charakteristik gleich 2 ist, ist p ein Ideal von A. Fur zwei Elemente a’,a” € A
2

a

202

mita’a” Epgilta

ale q oder a” 2e g, also a’Ep oder a”Ep. Wir haben gezeigt, p ist ein Primideal von
A. AuBlerdem gilt

»2e q- Weil q ein maximales Ideal - also ein Primideal - ist, folgt

q=p()B.
Beweis von “C”. fur f € q gilt 2 e g, also f € p, d.h. f € p[B.
Beweis von “2D”. fur f Ep( B gilt fZEq. Wegen f € B und q maximales Ideal folgt f
€q.
Es bleibt noch zu zeigen, p ist maximal in A. Wegen q = p( B induziert die natiirliche

Einbettung B & A einen injektiven Homomorphismus B/q — A/p. Dabei ist A/p eine

endlich erzeugte und nullteilerfreie Algebra uiber dem Korper B/q. Das Quadrat jedes
Elements von A/p liegt in B/q. Damit ist A/p sogar eine endliche algebraisiche
Erweiterung von B/q (d.h. als B/q von endlicher Dimension) und damit ein Korper. Wir
haben gezeigt, p ist ein maximales Ideal von A.

QED.

Bemerkung

Die Aussage, dal die Abbildung m: SL2 — PSL2
allgemeinen Fall. Das liegt daran, dal die k-Algebra A eine sogenannt ganze

Erweiterung der Teilalgebra ist (vgl. Matsumura [1], Theorem 5 in (5.E) oder
Matsumura [2], Theorem 9.3).

surjektiv ist, gilt auch im



Aufgabe 4
Zeigen sie die Gruppe Tn von 2.1.4 Beipiel 4 ist auflosbar.

Beweis.
1. Schritt: Der Kommutators zweier Elemente von Tn liegtin Un’

x,y) = ny'ly'1 S Un fur beliebige x, y € Tn'

Jedes Element x € Trl hat die Gestalt

X =de(14+m)
mit einer umkehrbaren Diagonalmatrix d und einer nilpotenten oberen Dreieckmatrix m.
Sei

y =e*(1+n)
eine weiteres Element von Tn (mit einer umkehrbaren Diagonalmatrix e und einer

nilpotenten oberen Dreieckmatrix n). Es gilt
Xy =de(1+m)ee+(1+n)
=des(1+m)ed” 1 ede+(1+n)+(de)” ! «(de)
= (I+o(m))=(1+0 ;_(n))+(de)

Dabei bezeichne o, die Konjugation mit z, oz(w) = 7wz |

. Dieselbe Formel mit x und y
vertauscht liefert
yX = (l+oe(n))-(1+0e d(m))-(ed).
Damit erhalten wir fir den Kommutator
=yt
= (1+0 (m)+(1+0,,_ m)+(de)+(ed) !+ (1+_ m)) ! (140 )~}
Weil die Diagonal-Matrizen d und e miteinander kommutieren, folgt
(xy) = (+0 m)e(l+o, M) (1+0_m) ! (1+o_m) !

Wenn wir eine nilpotente obere Dreiecksmatrix mit einer Diagonalmatrix kommutieren,
erhalten wieder eine nilpotente obere Dreiecksmatrix. Auf der rechten Seite steht also ein
Produkt von Elementen der Gruppe Un und von Inversen solcher Elemente. Ein

XyX~

solches Produkt liegt wieder in Un' Wir haben gezeigt

x,y) € Un fur beliebige x, y € Tn'

2. Schritt. Un ist ein Normalteiler von Tn'

Im ersten Schritt haben wir gezeigt,

Iyle U_fur beliebige x,y €T
Ist y sogar ein Element von Un’ so gilt

xyx'l = xyx'ly'ly S Un. Un - Un ,

XyXx~

d.h. es ist
xyx L e U_fiir beliebige x € T_und beliebige y €U ,
also
X Unx'l C U_fir belicige x € T _



2. Schritt: Reduktion auf die Auflosbarkeit der Untergruppe Un'

Es reicht zu zeigen die von den Kommutatoren

X, y):= xyx'ly'1 ,X,yEeG

einer Gruppe G erzeugte Untergruppe'

(G, G)
liegt in Fall G = Tn ganz in Un’

(T ,T YCU .
n’ n n

Denn dann ist

T /U

n n
eine Faktorgruppe der abelschen Gruppe Tn/(Tn , Tn ) also abelsch, und es reicht, die
Auflosbarkeit von Url zu beweisen. Die Inklusion
(T , T YT U
n’ n n

haben wir aber bereits im ersten Schritt bewiesen.

3.Schritt. Konstruktion einer Folge von Untergruppen Urn von Un'

Bezeichne Ei' die nxn-Matrix, deren einziger von O verschiedener Eintrag sich in der
Position (i,j) befindet und gleich 1 ist. Die Matrizen der Gestalt Eij heiflen

Elementarmatrizen. Es gilt

E. furj=u
={ v (1)
J uv 10 sonst
Wir schreiben
é(Eij) =J-i ()

Die Eins steht in Eij auf der Hauptdiagonalen, falls ¢ (Eij) =0 gilt. Sie steht eine Position
uber der Hauptdiagonalen, falls é(Eij) = 1 gilt, sie steht r Positionen uber der

Hauptdiagonalen, falls ¢ (Eij) =r gilt. Die Menge

> ke Ei'
{E,)=r !
besteht aus den Matrizen, deren einzige von Null verschiedene Eintrage genau r

Positionen uber der Hauptdiagonalen liegen. Aus der obigen Produktformel fur
Elementarmatrixen lesen wir ab,

Z(Eiu-Euj) = é(Eij) = j-i = (u-i) + (j-u) = Z(Eiu) + é(Euj),
d.h.

Z(Eiu-Euj) = é(Eiu) + Z(Euj), (3)

Die Gruppe Un 1aBt sich mit Hilfe dieser Bezeichnungen in der Gestalt

! Es ist sogar ein Normalteiler: innere Automorphismen iiberfihren Kommutatoren in Kommutatoren.



U =1+N mitN = 3 k-E. “)

1]
Z(Eij)zl
Wir setzen
r
Nn = 3 ke Ei'
Z(Eij)zr
Dann gilt
r r+1 n
N, D) N, undN_ =0 (5)
und
NEeNS = ke E ke E
n n_éEE ’ ij.eEE " Fuv
( ij)Zr ( uV)ZS
i ¢ b e
( ij)Zr ( uV)ZS
C D k-Ei. (wegen (1) und (3))
Z(Eij)zr+s
also
r ..S r+s
Nn-Nn C Nn 5
Wir setzen
r r
Un = 1+Nn (6)

) ) ) r .
Das Inverse einer Matrix der Gestalt 1 + m mit mENrl hat die Gestalt

1—m+m2—m3+-...,

liegt also in 1+ N;, d.h. der Ubergang zum Inversen definiert eine Abbildung

r r -1
Un—>Un,X|->x .

Man beachte Zm! ist fur groBie i gleich O und liegt fur beliebige i im k-Vektorraum
NTC N
Wegen (5) definiert die Matrizen-Multiplikation eine Abbildung
U; X Ufl — U;, (I+4m, 1 +m’) » 1 + m+m’+mm’,

(es giltmm’ € erlr (- N;). Wir haben gezeigt,

U; ist fur r = 1,2,..., n eine Untergruppe von Un = Ulll.

4. Schritt. Berechnung eines weiteren Kommutators.

Seien x € erl und y € Nfl. Wir wollen den Kommutator der Elemente

r
I+x € Un und 1+y €U

bestimmen. Wir setzen



o0 .
s=(1+0)71 = 3 (0!

i=0
=1+ xw
mit
o) . 1
W = ¥ (-x) le Nn
i=1
Dann gilt
(1+x)-(1+y)-(1+x)'1 =(l+x+y+ xy)-(1+x)'1
= (1+0)+(14+x) 1 + (y + xey)es
=14+ (y + Xxey)es
=1+ (y +xey)(1+xw)
=1+ y+ Xy + yXwW + Xyxw
Dabei ist
Xy Ill N - N +1
yxw €N Nlo N, C Nr+2
Xyxw € erlelerlerl CN, r+3

also 7 =Xy + yxw + Xyxw € Nr+1

Fur beliebige x € erl und y € Nn ist also

(1) (14+y)e(1+x)° L = 14y +zmitz € N;H 7)

Es folgt
(1+x, 14y) = (1+y +2)e(1+y)|
= (1+y)s () 2 (!
o0 .
=l+z 3 (-y)
i=0
mit
2+ () ENGTNITC NG
fur jedes 1, wobei nur endlich viele z+ (—y)i von 0 verschieden sind. Damit hat der

Kommutator fur beliebige x € erl undy € N; die Gestalt

(14x, 1+y) = 1 +umitu€Nfl+1 (8)

5. Schritt: UL ist Normalteiler von Un
Nach (7) gilt
r -1 r .. .
geU, g C U, furbeliebige g € Un.

6. Schritt: (U, uh) C U7
Nach (8) gilt
(e, h) € U fur beliebige g, h € U



Also liegt die von den Kommutatoren der Elemente von U; erzeugte Untergruppe ganz
in U;+1,

r r r+1

U,.Uy) C U, .

Der Kommutator der Restklassen von g und h in U;/UEF1 ist deshalb gleich 1, d.h. die
Restklassen von je zwei Elementen g und h in U;/Uf:-l kommutieren.

7. Schritt: AbschluB des Beweises.
Nach dem funften Schritt ist die Folge von Untergruppen

1 2 n-1 n
Un:UnDUnD...DUn DUn:{l}
eine Normalreihe. Nach dem sechsten Schritt ist

r r+1
Un/ Un

fur jedes r eine Faktorgruppe der abelschen Gruppe U;/ ( U;, U;), also selbst abelsch.
Die Normalreihe hat abelsche Faktoren, d.h. Un - und damit auch Tn - ist auflosbar.

QED.
Bemerkung
Die im vierten Schritt bewiesene Identitit (8) eine viel starkere Aussage als die Inklusion

Wt v ot

n b
fur deren Beweis wir sie benutzt haben. Nach (8) gilt

r r+1
(U, UHCU

n -

,....X €U
1 n n

Das bedeutet, alle (n-1)-fach iterierten Kommunikatoren von Elementen x
) |
liegen in Un ={1}:

(Xl’("'(xn—l’xn)'")) = 1.

Aufgabe 5
Zeigen Sie, die Automorphismen der algebraischen Gruppe Ga (=k) sind gerade die

Multiplikationen mit von 0 verschiedenen Elementen von k.
Beweis. Sei

G —G
a a
ein Automorphismus. Dann ist ¢ insbesondere ein Isomorphismus von affinen
Varietiten, induziert also einen Isomorphismus der Koordinatenringe,
h:=@* k[T] = k[Ga] — k[Ga] =Kk[T], T eine Unbestimmte.
Sei
f:=h(T) = *(T) €EK[TI.
Dann ist
Im(f) = k[f(T)] = {p(f(T)) | p EK[TT}.
Wegen deg(p(f(T)) = deg(p)+deg(f) und T € k[f(T)] folgt
deg(f) = 1.



Als Verpflanzung der Koordinatenfunktione T entlang ¢ ist f = @*(T) die
Koordinatenfunktion der Abbildung ¢, d.h. ¢ ist die Abbildung

Q: Ga — Ga’ X b f(x).

Als Homomorphismus uberfuhrt ¢ das neutrale Element von Ga in sich. Deshalb gilt
f(0) = 0.
Damit ist f ein Polynom vom Grad 1 mit trivialen Absolutglied,
f=aT €k[T], aE k.
Damit die Abbildung ¢ injektiv sein kann, mufl a # 0 sein,
f=a-T mit a € k*.
Die Abbildung ¢ ist gerade die Multiplikation mit dem Element a € k*.
Die Abbildungen dieser Art sind tatsachlich Gruppen-Homomorphismen, denn fur
solche ¢ ist das Diagramm

KT  —% KT

Al o mit A =TOI+1@T, ¢(T) = 2T mit ack*.

¢ P®@

[T]®kk[T] — k[T]®kk[T]

kommutativ:
A(p(T)) = A(aT) = aA(T) = a(T®1+1X®T).
(P®P)(A(T)) = pRP(TX1+1XT) = (a-T)®1+1®(a-T).

Wegen a # 0 ist ¢ sogar ein Automorphismus: wenn wir a durch 1/a ersetzen, erhalten

wir die Umkehrung.
QED.

2.1.6 Verallgemeinerungen

(a) Gruppen-Schemata

Die Beschreibung des Begriffs der linearen algebraischen Gruppe mit Hilfe von
Algebra-Homomorphismen wie in 2.1.2 fuhrt zu folgenden Verallgemeinerung.

Sei R ein kommutativer Ring und A eine R-Algebra. Weiter seien R-Algebra-
Homomorphismen

A:A—>A®RA,L:A—>A,8:A—>R,

gegeben, so dal} die Diagramm von 2.1.2 kommutative sind. Dann sagt man, die Daten

G=(A, A ¢€)
definieren ein Gruppen-Schema uiber R (genauer ein affines Gruppen-Schema). Wir
werden gelegentlich auf diesen Begriff treffen. Wir werden jedoch nicht naher auf die
Theorie der Gruppen-Schemata eingehen. Sie wird zum Beispiel in
Demazur, M., Gabriel, P. [1] und
Demazur, M., Grothendieck, A. [1]
behandelt.

(b) Gruppen-Schemata als Gruppen-Funktoren
Sei
G=(A, A ¢)



ein Gruppenschema itber dem Ring R. Von den Axiomen von 2.1.2 folgt, dal} fur jede
R-Algebra S die Menge

G(S) := Hom g (A—Y)

R-A

der R-Algebra-Homomorphismen A — S in natiirlicher Weise eine Gruppen-Struktur
besitzt. Genauer, durch

G: (R-Algebren) — (Gruppen), S » G(R),
ist ein Funktor auf der Kategorie der R-Algebren mit Werten in der Kategorie der
Gruppen definiert. Ein solcher Funktor hei3t auch Gruppen-Funktor (auf der Kategorie
der R-Algebren. Der Begriff des Gruppen-Funktors verallgemeinert den Begriff des

Gruppen-Schemas. Mehr iiber Gruppen-Funktoren findet man in der oben angegebenen
Literatur.

(¢c) Quantengruppen
Eine neuere Variante der Verallgemeinerung, die recht wichtig geworden ist, ergibt sich,
indem man in (a) nicht-kommutative R-Algebren A zulaft. In diesem Fall sind die
Komultiplikation und Auswertung im neutralen Element,
A und e,
k-Algebra-Homomorphismen wie bisher. Von

L
jedoch wird gefordert, da3 es sich um einen Anti-Isomorphismus handelt. Es wird die
Gultigkeit derselben Axiome wie bisher gefordert. AuBerdem verlangen wir, da§ die

entgegengesetzte Algebra A°PP (d.h. A mit der Multiplikation in umgekehrter
Reihenfolge) dieselben Eigenschaften bezuglich

A, i'l, e
hat. Wir sagen dann, die Daten
G=(A A ¢
definieren eine Quantengruppe tiber R. Mehr tiber Quantengruppen und Beispiele findet
man in

Jantzen [2] und
Kassel [1]

2.2 Einige grundlegende Ergebnisse

2.2.0 Eine einfache Beobachtung

Sei G eine algebraische Gruppe. Fur jedes g € G definieren dann die Multiplikation von
links und rechts Isomorphismen von affinen Varietiaten

L .G—G,xp gx,und Rg:G — G, X b X°g.

Wir werden diese Tatsache sehr oft ohne weitere Hinweise im folgenden benutzen. Wir
nennen diese Isomorphismen Linkstranslation bzw. Rechtstranslation mit g.
Bemerkungen

(1) Die Linkstranslation mit g,

(id.e) u
Lg: G — GxG— G,
kann man als Einschrankung der Gruppen-Multiplikation w auf die Untergruppe
G = Gx{e}
von GxG auffassen.
(i) Die Rechtstranslation mit g,



(e,id) u
Rg: G — GxG — G,

kann man als Einschrankung der Gruppen-Multiplikation u auf die Untergruppe
G = {e}xG
von GXG auffassen.

2.2.1 Die Komponente der Eins

2.2.1.1 Charakterisierung der Komponente der Eins

Sei G eine algebraische Gruppe. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1)  Es gibt genau eine irreduzible Komponente GY von G, welche das neutrale
Elemente e € G enthilt. Diese ist ein abgeschlossenere Normalteiler von G mit
endlichem Index in G.

(i1) GY ist die einzige Zusammenhangskomponente von G, welche das neutrale
Elemente e enthilt.

(i11)) Jede abgeschlossene Untergruppe von G mit endlichem Index enthalt G,
Bemerkung

Der nachfolgende Beweis zeigt, jede algebraische Gruppe G ist die disjunkte
Vereinigung  ihrer  irreduziblen = Komponenten, die  gleichzeitige  ihre
Zusammenhangskomponenten sind.

Beweis. Zu (i). Seien
XCGundYCG

irreduzible Kompoenten von G, welche die Eins e € G enthalten. Sind

u:GxG —Gundi: G — G
die Multiiplikation von G bzw. die Invertierungsabbildung (wie in 2.1.1), so ist
XeY = wXxY)
eine irreduzible Teilmenge von G, und dasselbe gilt fur deren AbschlieBung
XY

(nach 1.2.3). Wegen
XC XeYund Y C XY

und weil X und Y als Komponenten von G maximale irreduzible Teilmengen von G
sind (vgl. 1.2.4), folgt

X=XeYund Y = XY,
und damit insbesondere auch
X=Y.

Damit sind Existenz und Eindeutigkeit von GY bewiesen.
G0 ist eine abgeschlossene Untergruppe von G.

Als irreduzible Komponente von G ist X = G0 abgeschlossen in G.
Wegen X = X<X ist X abgeschlossen gegeniiber Multiplikation: mit g’, g”’€X gilt
g’eg” € XoX C XX =X, d.h. u induziert eine Abbildung

uIX:XXX—>X.

Weil i: G — G ein Isomorphismus ist, welcher das Element e in sich abbildet, ist X'1

= 1(X) eine irreduzible Komponente von G, welche e enthilt, d.h. es ist i(X) = X und i
induziert einen Isomorphismus



1IX:X—>X

von affinen algebraischen Varietaten. Damit ist X ein abgeschlossene Untergruppe von
G.

GO ist Normalteiler mit endlichem Index.
Fur jedes x € X ist

— ol - -1
0= RX_1 LX. G—G,y xyx ,
ein Isomorphismus. Deshalb ist
o (X)
eine irreduzible Komponente, welche e enthalt, d.h. es ist
xGlex1 = o, (X) = GY
fur jedes x € G, d.h. GO ist ein Normalteiler.
Die Nebenklassen
XX

von X = GY in G sind wie X selbst maximale irreduzible (und abgeschlossene - vgl.
1.2.4) Teilmengen von G, und damit Komponenten von G. Weil G als Varietit ein
noetherscher Raum ist, gibt es nur endlich viele dieser Nebenklassen, d.h. der Index

von X = GO in G ist endlich.

Weil je zwei Nebenklassen identisch oder disjunkt sind und diese als irreduzible
Mengen auch zusammenhangend sind, folgt die Aussage der Bemerkung.

Zu (ii). Die Aussage folgt aus der eben bewiesenen Bemerkung.
Zu (iii). Sei H eine abgeschlossene Untergruppe von G mit endlichem Index in G. Dann
ist
HYCHCG
eine Untergruppe von G, welche die Eins e € G enthdlt. Als abgeschlossene

Untergruppe der abgeschlossenen Untergruppe H von G ist HO abgeschlossen in G.

Nach (i) hat HO einen endlichen Index in H und nach Voraussetzung ist der Index von
H in G endlich. Deshalb ist auch der Index von H0 in G endlich, und damit auch der
von HO in GO,

G9:HY = (G:HY) < o0,
d.h. G st Vereinigung der endlich vielen paarweise disjunkten Nebenklassen x<HO mit
x € GO, Mit HO sind diese abgeschlossen. Dann ist aber HY als Komplement der von

H0 verschiedenen Nebenklassen x-HO in GO auch offen,
HO ist abgeschlossen und offen in GO,
Weil GO zusammenhangend ist, folgt HO = GO, also
c'=n'CH.
QED.

2.2.1.2 Definition und Vereinbarung

Die irreduzible Komponente einer algebraischen Gruppe G, welche das neutrale
Element enthalt wird mit

GY



bezeichnet und heiit Komponente der Eins von G.

Bemerkungen

(i) Auf Grund von 2.2.1.1 sind fur algebraische Gruppe die Begriffe der
Irreduzibilitat und des Zusammmenhangs dieselben. Im folgenden werden wir -

wie das Ublich ist - von zusammenhédngenden algebraischen Gruppen sprechen,
nicht von irreduziblen.

(i) Weil die irreduziblen Komponenten einer algebraischen Gruppe G gerade die

Nebenklassen von GC sind (und damit zu G0 isomorphe algebraische Varietiten),
haben sie alle dieselbe Dimension

dim G = dim GV
(vgl. 1.8.1).

2.2.2 Aufgaben

Aufgabe 1
Zeigen Sie, die Gruppen G ,G_,GL ,D , T ,U ,SL von 2.1.4 sind
a m n n n n n

zusammenhangend.
Beweis.

Irreduzibilitat von Ga:

Weil k[Ga] = k[T] als Polynomring uiber k nullteilerfrei ist, ist Ga irreduzibel, also

zusammenhéangend.

Irreduzibilitat von Gm:
Weil k[Gm] = k[T]T als Quotientenring eines Polynomrings uiber k nullteilerfrei ist, ist

GIn irreduzibel, also zusammenhangend.

Irreduzibilitat von GLn:

Weil k[GLn] = k[Tij , det(Tij)'1 l1,j=1,...,n] als Quotientenring eines Polynomrings

uber k nullteilerfrei ist, ist GLIl irreduzibel, also zusammenhéngend.

Irreduzibilitat von Dn:

Weil

— o o1 1
KD 1=K[T,.T , (T +.oT )]
als Quotientenring eines Polynomrings uiber k nullteilerfrei ist, ist Dn irreduzibel, also

zusammenhangend

Irreduzibilitat von Tn:

Weil
_ R | . .
k[Tn] = k[Tij’ (T11 Tnn) I1<i=<j=n,i,jganz]
als Quotientenring eines Polynomrings iiber k nullteilerfrei ist, ist Trl irreduzibel, also

zusammenhangend.

Irreduzibilitat von Un:

Weil



k[Tn] = k[Tij l1<i<j=n,i,j ganz]

als Polynomring uiber k nullteilerfrei ist, ist Tn irreduzibel, also zusammenhangend

Irreduzibilitat von SLn:

Wir geben zwei Beweise an, einen algebraischen und einen geometrrischen. Der
algebraische ist weniger aufwendig, der geometrische besitzt weitreichende
Verallgemeinerungen (und ist deshalb wichtiger auch als Illustration spaterer Sitze, vgl.
2.2.7 und 2.2.9 Aufgabe 1).

Der algebraische Beweis fur die Irreduzibilitiat der SLn'
Es gilt
SLIl ={x€ GLn | det(x)-1=0} (vgl. . 2.1.5 Aufgabe 2)

= {xEM_Idet(x)-1=0},

d.h. als Teilmenge der afffine Varietat Mn = Anz ist SLn gerade die abgeschlossenene
Teilmenge
SL = V(det(Tij) -HC A“z
hat also den Koordinatenring
k[SLn] = R/I(V(det(Tij) -1)) mitR := k[Tij li,j =1,..., ]
=R/A ,(det(Tij)-l)-R

(vgl. 1.1.2 (ii)). Es reicht zu zeigen,
det(Tij) - 1 ist irreduzibel in R,

denn dann erzeugt det(Tij) - 1 im ZPE-Ring R ein Primideal, d.h.

I(V(det(Ty) - 1)) =+ /(det(Tij)—l)-R = (det(T,) - R

ist ein Primideal und
SLn = V(I(V(det(Tij) - 1))) ist irreduzibel

(vgl. 1.2.5). Beweisen wir also die Irreduzibilitat von

f(T,) = deT) - 1.

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 1.
Die Determinante der 1x1-Matrix (T1 1) ist gleich T

1 Das Polynom

det(TH) -l1e k[Tll]

ist als lineares Polynom in einer Unbestimmten uiber einem Korper irreduzibel.
Induktionsschritt: n > 1.
Wir betrachten f als Polynom in T

11 mit Koeffizienten aus dem Polynomring

R =T, lij=1,.., nund (ij) # (1,1) ]

in den ubrigen Koeffizienten. Nach dem Entwicklunssatz ist f als Polynom in T11

linear, sagen wir

f=a-T11+bmita,bER’



Zum Beweis der Irrduzibilitat reicht es zu zeigen,

1. f ist irreduzibel als Polynom uiber dem Quotientenring von R’.

2. Der grofite gemeinsame Teiler der Koeffizienten von f (in R’) ist 1.
(vgl. Lang [2], Kapitel 5, §6, Theorem 10).

Zu 1. f ist irreduzibel als Polynom in T . tiber dem Quotientenkorper von R’, wie jedes

11
Polynom vom Grad 1 in einer Unbestimmten tiber einem Korper.

Zu 2. Der Koeffizient a von T, ist die Determinate einer (n-1)x(n-1)-Matrix in den

11
gewissen Tij und als solches nach Induktionsvoraussetzung irreduzibel:

a € ist irreduzibel in k[Tij li,j=2,...,n]
(also auch in R’ und in R). Das Absolutglied b von f hat die Gestalt
b= b2-T12+...+bn-Tln - 1.
Dabei ist bi bis aufs Vorzeichen die Determinante einer (n-1)x(n-1)-Matrix in gewissen
Ti' und damit ein homogenes Polynom des Grades n-1 >0 in gewissen Tij' Insbesonere
hat bi das Absolutgliede O fur jedes i. Das bedeutet aber,

b hat als Polynom von R’ das Absolutglied -1.
Angenommen a und b besitzten einen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler, sagen wir
dlaunddIb.

Wegen d | a und a irreduzibel ist d bis auf einen konstanten von O verschiedenen Faktor
gleich a. Wir konnen deshalb annehmen
d=a.
Dann gilt a | b, also
b=asc
mit einem Polynom c in den Tij' Als homogenes Polynom des Grades n-1 >0 in

gewissen Tij hat a das Absolutglied 0. Dasselbe gilt dann aber auch fur asc. Das steht

aber im Widerspruch dazu, da8 b das Absolutglied -1 besitzt. Die Annahme, daf3 die
Koeffizienten a und b einen nicht-konstanten gemeinsamen Teiler besitzen muf3 also
falsch sein, d.h. es gilt 2.

Der geometrische Beweis fur die Irreduzibilitit der SLn'
Es reicht zu zeigen, die Abbildung
@ = ue(idxp): UnX DnX Un —_— SLn’ (X,y,2) B X*yez,
ist surjektiv, denn @ = peo(idxu) als Zusammensetzung von Morphismen affiner
Varietaten ein Morphismus und die Faktoren Un und Dn des Produkts links sind

irreduzibel, so daB3 auch die Produkt-Varietat links irreduzibel ist. Aus der Surjektivitét
von ¢ folgt deshalb, dal3 SLn als stetiges Bild eines irreduziblen Raums selbst

irreduzibel ist, und damit insbesondere auch zusammenhangend. Beweisen wir also,

(@ ist surjektiv:
Sei A € SLn' Wir haben zu zeigen, es gibt Matrizen

U ,U’e Un und D € DIl mit U’+D-U” = A.



Da alle hier auftretenden Matrizen umkehrbar sind, reicht es zu zeigen, es gibt Matrizen
U ,uU e Un und D € DIl mit D =U’-A-U”.
Mit anderen Worten, wir haben zu zeigen, A lat sich durch Multiplikation von links
und rechts mit unitpotenten Matrizen in eine Diagonal-Matrix iberfuihren.
Zum Beweis fuhren wir folgende Bezeichnungen ein.
Ei' sei die nxn-Matrix, deren einiger von O verschiedener Eintrag gleich 1 ist und

sich in der Position (i,j) befindet.

Uij M) =1d+ X-Eij (mit AEKk).

Man beachte die Matrizen Uij (M) liegen in Un' Ist
A= (al,...,an),

d.h. a, soll die i-te Spalte von A sein, so gilt
Ae Uij N =A+ ?\-(A-Eij)
= (al,...,an) + K-(O,...,O,ai,O,...,O)

wobei sich a, in der j-ten Spalte der Matrix des zweiten Summanden befindet. Es folgt
A- Uij ) = (al,...,aj+7wai,...,an).

Die Multiplikation von rechts mit Uij (M) fuhrt dazu, daf3 zur j-ten Spalte von A das A-

fache der i-ten Addiert wird. Analog sieht man, die Multiplikation von links mit Uij ),

daB} zur i-ten Zeile von A das A-fache der j-ten addiert wird.
Es reicht zu zeigen,

A 1aBt sich durch wiederholtes Multiplizieren von links und rechts mit Matrizen
der Gestalt Uij (M) in eine Diagonalmatrix tiberfiihren.

1. Schritt. A 146t sich so abandern daf3 in der Position (1,1) ein von O verschiedener
Eintrag steht.

Weil A umkehrbar ist, gibt es in der ersten Zeile einen von 0 verschiedenen Eintrag,
sagen wir in der j-ten Spalte.
A= (al,...,aj ,...), erste Koordinate von aj ist ungleich 0.

Wir addieren die j-te Spalte zur ersten und erhalten
(a1+ aj,...,aj yeer)s

wobei alle durch Punktchen angedeuteten Spalten unverandert bleiben. Wir subtrahieren
die erste Spalte von der j-ten und erhalten
(a1+ aj,...,-a1 yeet).

Wir addieren die j-te Spalte zu ersten und erhalten
(a.,...,-a, ,...).
] 1
In der neuen Matrix steht in der Position (1,1) ein von O verschiedener Beitrag. Die
beschriebenen Veranderungen von A lassen sich durch die Multiplikation von rechts mit
Matrizen der Gestalt Ui' (M) realisieren.

2. Schritt. A 1at sich so abdandern, daB§ der Eintrag in der Position (1,1) der einzige von
0 verschiedene ist in der ersten Zeile und der ersen Spalte.



Auf Grund es ersten Schrittes konnen wir annehmen, der Eintrag in der Position (1,1)
ist von O verschieden. Indem wir Vielfache der ersten Zeile von den anderen Zeilen
abziehen, erreichen wir, daf} der Eintrag in der Position (1,1) der einzige von 0
verschiedene in der ersten Spalte ist. Die Anagogen Operationen mit Spalten konnen
dafur sorgen, dal dies auch fur die erste Zeile gilt.

Alle Veranderungen lassen sich erreichen, durch Multiplikation mit Matrizen der Gestalt

Uij (M.

3. Schritt. Abschluf3 des Beweises.
Wir fuhren die oben beschriebenen Operationen in analoger Weise fur die Position
(2,2), (3,3), ... anstelle von (1,1) durch und erhalten nach endlich vielen Schritten eine

Diagonalmatrix.
QED.

Aufgabe 2

Sei die Charakteristik von k ungleich 2. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
(a) Die Gruppe On ist nicht zusammenhéangend.

(b) Sei V die Menge der schiefsymmetrischen nxn-Matrizen mit Eintragen aus k.
Dann definiert die Abbildung

x b (1+x) Le(1-x)
einen Isomorphismus einer nicht-leeren offenen Teilmenge von SOIl mit einer

offenen Teilmenge von V. Verwenden Sie diesen zur Berechnung der
Dimensionen von On und SOn.

(c) Die abgeschlossene Untergruppe SOn ist die Komponente der Eins von On'

Beweis von (a)
Die Determinante ist eine regulare Funktion auf On’ definiert also einen Morphismus

affiner Varietiaten
det: 0 — G .
n m

Fur orthogonale Matrizen A € On gilt ATeA = Id, also

1 =det(Id) = det(AT)odet(A) = det(A)2
Das Bild der Abbildung liegt also in der Menge {*1} € Gm' Beide Werte werden

angenommen:
detA=1 falls A die Einheitsmatrix ist
BO o (01,
det A=-1 fallsA:(OId)mltB.:(lo)1st.
Dashalt gilt

0 = det (1) U det’L(-1)
wobei rechts echte Teilmengen von On stehen, die beide abgeschlossen in On sind.
Damit gilt (a). Die Argumentation versagt in der Charakteristik 2, weil dann +1 = -1 gilt
und die Menge {Z%1} nur aus einem Element besteht.

Beweis von (b)
1. Schritt. Die Menge

U:={x€& SOn | det(1+x) # 0}

ist nicht leer.



die (n-2)*(n-2)-Einheitsmatrix und sei

B 0 0-1
A:(O 1n—2) mit B :<1 0 )
Dann ist A eine orthogonale Matrix mit der Determinante
det(A) =det(B) =1,

Bezeichne 1
n-2

dh. Ae SOn' Weiter ist

I+4B 0 1-1 ) 1
det(1+A) = det( 0 2.1 ) = det( )-2“' =21 52,
n-2 11
weil die Charakteristik von 2 verschieden sein soll. Damit gilt A € U, d.h. U ist nicht
leer.
2. Schritt. Die Menge
W:i={ye Videt(l+y) # 0}
ist nicht leer.

Sei
BO ) 0-1
A=(00>mltB—(1 0 )
Dann ist A eine schiefsymmetrische Matrix, A € V, mit

11

weil die Charakteristik von 2 verschieden sein soll. Damit gilt A € W, d.h. W ist nicht

leer.
3. Schritt. Die Abbildung

det(1+A):det( ):2 # 0

0 U— W, x 1 (140 1(1-x),
ist wohldefiniert
Seien x € U und

y = @(x) = (14+x)" L (1-x). (1)
Dann gilt

(I4+x)ey = 1-x.
Wegen x € U C SOn C On gilt xLex = 1, also x! = x1 wir gehen zu den
transponierten Matrizen uiber und erhalten

y (1+xT)=1-xT

yla+xh=1-x1
Multiplikation von rechts mit x liefert

yT(x+1) =x-1

vyl = (1x)(1+x)]
Die Faktoren (1-x) und (1+x)'1 kommutieren miteinander, denn es gilt
1)1+ "L - (1407 Le(1%) = (14%) L (A+0(1%) - (1x)(1+x))+(14+x)7]

= (1+0 Tax2 - 1+ xH)e(14x)7!

Damit ist

yI =0 L) =y

Wir haben gezeigt, y = @(x) ist schiefsymmetrisch.
Mit (1) gilt weiter



y+ 1= 1+ (1%) + 1= 10 Hx + 14x) = 2+(14x)7]
also

det(1+y) = 2Medet(1+x)"!

Weil die Charakteristiki von 2 verschieden sein soll, ist die rechte Seite von O
verschieden, d.h. es gilt

Im(p) & W :={y € VIdet(1+y) # 1}.
Die Abbildung ¢ ist tatsachlich korrekt definiert.

4. Schritt. Die Abbildung

P:W— Uy (1-y)(+y) -1
ist wohldefiniert

Sei

x = P(y) = (I-y)=(1+y)! ©)
Dann gilt

xe(1+y) = 1-y.

Weil y schiefsymmetrisch ist, erhalten wir durch Transponieren

(-y)x! =14y
Weil die rechte Seie eine von 0 verschiedene Determinante besitzt, gilt auch

det(x) # 0 und det(1-y)#=0.
Weiter ist

(1-y)ex Txe(14+y) = (1+y)e(1-y) = 1-y% = (1-y)+(1+y),
also

XT'X =1,

d.h. x ist ein orthogonale Matrix. Es gilt also
Im(p) S O

Nun ist W als offene Teilmenge des Vektorraums V irreduzibel, also
zusammenhangend. Auflerdem gilt 0 € W und (0) = 1.

Die Abbildung 1 ist ein Morphismus von offenen Teilmengen von affinen Varietiten
und die Determinante ist auf On ein reguldre Funktion. Deshalb ist detey regular auf W.

Die Determinante nimmt aber auf On nur die Werte +1 und -1 an. Deshalb gilt dasselbe

auch fur detey.Die Funktion detey muf deshalb auf der irreduziblen Menge W konstant
sein, d.h. es gilt

det(y(y)) = 1 fur jedesy € W,

also

Im(y) & SO
Wir haben noch zu zeigen,

det(1+x) #= 0,
denn dann liegt Im(y) in U.
Wegen (2) gilt

1+x =1+ 1-y)(l+y)]

= (l4y + 1 - y)e(1+y)!

=2e(l4y) "1
also



det(1+x) = 2edet(1+y) "]
Der Wert rechts ist ungleich Null, weil die Charakteristik ungleich 2 sein soll. Also gilt

Im(y) C U,
und v ist korrekt definiert.
5. Schritt. Die Abbildungen ¢ und 1 sind invers zueinander.
Fur x € U gilt
P(p(x)) = lp((1+x)'1(l-x)) (Definition von ¢, vgl. (1))
= (1-(1+0) L (1x))-(1+(1+0) L (1)1 (Definition von w, vel. (2))
= (14+x) L (14x - (1-x))o((14+%) Le(14x + (1-x)))!
= (1+x) L 2x)-((14x)12)]
= (1+x) Le@2x)+27 L (14%)

= (1+x)'1°xo (1+x) (Skalar-Matrizen liegen im Zentrum)
= (1+x)'1’(1+x)-x (x und 1+x kommutieren)
=X
Damit gilt
Yoo = 1d.
Fury € W gilt
o(W(y)) = cP((l-}’)°(1+)/)_1) (Definition von y, vgl. (2))
= (1+(1-y)=(14y) H L (1-(1-y)e(14y) D) (Definition von o, vel. (1))
= (14 + (-y)+(1+y) D e (1y-(1-y))e(14y) 1
= 2+(1+y) HLe2y(14y) !
= (1+y)-2" Le2y=(14+y) 1
= (I+y)ey+(1+y) !
=ye(14+y)+(1+y) -1 (14y und y kommutieren)
Damit gilt
oy =Id.

Zusammen ergibt sich, daB ¢ und 1y zueinander inverse Isomorphismen der offenen
Teilvarietaiten U und W von 802 bzw. V sind.

6. Schitt. dim O, = dim SO, = dim V = “(‘21—1)

Die Eintrage einer schiefsymmetrischen Matrix A auf der Hauptdiagonalen sind 0. Die
Matrix ist durch Thre Eintrage echt oberhalb der Hauptdiagonalen eindeutig bestimmt,
und diese konnen beliebig sein. Deren Anzahl ist

(-1)+(0-2)+..+ 1 = %

Deshalb ist V als k-Vektorraum isomorph zu
V= kn-(n—l)/Z
d.h.
. _ne(n-1)
d1mk V= >
Die Dimension von V als k-Vektorraum ist aber dieselbe wie die als affine algebraische

Varietat (= AD*@-1/ 2), d.h. es ist




dim V = —n°(§'1).
Die Abbildung
PY:W—U
identifiziert W mit einer offenen Teilmenge SOn' Weil V irreduzibel ist, gilt dasselbe

fur W und U. Insbesondere ist U zusammenhangend (und enthilt das neutrale Element
von von SOn). Deshalb liegt U ganz in der Komponente der Eins von SOrl ,

UC (son)o.

Weil diese Komponente irreduzibel ist, liegt die offene Teilmenge U dicht in dieser
Komponente,

T 0
U= (SOn) .
Damit gilt
dim SOn =dim (SOn)O (Bemerkung 2.2.1.2 (ii))
=dim U
=dim U (nach 1.8.1.2, 1.8..1.3 weil U irreduzibel ist)
=dim W
=dimV (nach 1.8.1.2, 1.8..1.3 weil V irreduzibel ist)

=ne(n-1)/2  (siche oben).
Nach Definition ist SOn ein abgeschlossene Untergruppe von On ,
SOn ={x€E On [ det(x) = 1}.
Sie hat den endlichen Index 2 in On ,

Orl ={x€On|det(X)=I}U{XEOnldet(x)=—l}

= SOn U AO- SOn (AO S On beliebig mit det(AO) =-1).
Nach 2.2.1.1 (iii) gilt deshalb
© )V Cso
n n
Weil (On)o zusammenh@ngend ist und das neutrale Element von SOn enthalt, gilt sogar
0 0
©)"Cs0)
Umgekehrt ist
so0)Y’Cso Co
n n n
AuBerdem ist (SOn)O zusammenhangend und enthalt das neutrale Element von On’
d.h. es gilt
s0 )V C 0 )0
n —  n
Damit gilt
0_ 0
0 0= )",
also
dim On =dim (On)O (Bemerkung 2.2.1.2 (ii))
= dim (80 )"
=dim SOn (Bemerkung 2.2.1.2 (i1)).



Vorbemerkung zum Beweis von (c).
Es gibt mindestens zwei erwdhnenwerte Beweise, die aber beide einige Kenntnisse aus
der Theorie der quadratisichen Formen erfordern. Beide verwenden den Satz von
Dieudonné uiber die Zerlegung orthogonaler Transformationen in Reflektionen.” Siehe
Lam [1], Kapitel I, §7 oder
Jacobson [4], Kapitel 6, Abschnitt 6.12, Satz von Cartan- Dieudonné, -
Reflektionen werden hier “Symmetrien” genannt - , oder
Grundvorlesung Lineare Algebra II im Sommersemester 2013 in Leipzig,
Abschnitt 6.3.13
1. Der erste, den man algebraischen Beweis nennen konnte, verwendet die im Beweis
von (b) konstruierte Abbildung

YW — U,y b (1y)e(l4y) 7}
mit W:={ye Videt(l+y) # 0 }und U := {x € SOn | det(1+x) #= 0}.

2. Der zweite ist geometrischer Natur, nutzt die Irreduziblitat der Spharen und illustriert
wie der geometrische Beweis fur die Irreduzibilitat der SLn in 2.2.2 Aufgabe 1

einen spateren Satz - vgl. 2.2.7 und 2.2.9 Aufgabe 1.

Beweis von (c) (algebraische Variante)
Algebraischer Beweis der Irreduzibilitat von SOn.

Wie schon erwéhnt verwenden wir die im Beweis von (b) konstruierte Abbildung

YW — U,y b (1-y)(l4y) !
mit
Wi ={yeVidet(l+y) # 0 }und U :={x € SOn [ det(1+x) # 0}.

Die offene irreduzible Teilmenge U von SOn enthalt das Einselement von SOn und ist
somit eine nicht-leere offenen Teilmenge der Zusammenhangskomponente der Eins,
@ = UC (80 ), Uoffen in (SO ).
Weil (SOn)0 irreduzibel ist, liegt jede nicht-leere offene Teilmenge dicht in (SOn)O. Die
AbschlieBung von U ist somit gerade die Komponente der Eins von SOn ,
U= s0)"(Cs0).
Die Zerlegung von SOn in irreduzible Komponenten féllt zusammen mit der Zerlegung

in Nebenklassen modulo U, sagen wir
SOn = AlU U A2-U U.. U Ar-U
mit
A. €SO _ furi=1,..,r
i n
Dabei sind die
AiI_J paarweis disjunkt.

% Der Satz gilt fur beliebige Korper mit einer von 2 verschiedenen Charakteristik. Uber den reellen
Zahlen kann man einen sehr viel einfacherern und durchsichtigeren Beweis angeben: fur eine gegebene
orthogonale Transformation A: V —» V zeigt man unter Verwendung der Eigenwerte von A tiber den

komplexen Zahlen, da3 der Raum in eine direkte Summe von invarianten Unterraumen der Dimension <
2 zerfallt. Auf den Raumen der Dimension 2 kann man die Eintrige der Matrix von A durch einen
Winkel ausdriicken und so zeigen, daf3 A dort die Zusammensetzung von zwei oder weniger Reflektionen
ist.



Wir konnen annehmen,
A =1,A.,..,A €SO -UCSO -U,dh.det(14+A.) =0 furi=2,..r.
1 2 r n n 1
Wir haben zu zeigen, r = 1.

1. Schritt. Der Falln = 1.
In diesem Fall ist die Situation einfach: SO1 besteht aus 1x1-Matrizen mit der

Determinante 1, d.h.
SO 1= {1}

ist eine einpunktige Menge und damit abgeschlossen und irreduzibel.
2. Schritt. Der Fall n = 2.

SeiAe{xe 502 I det (1+x) =0 }. Wegen
det(1+A) =0,
hat A den Eigenwert -1, d.h. es gibt einen Vektor v € k2 - {0} mit

Av = -v.
Der von v erzeugte Unterraum wird bei der durch A definierten linearen Abbildung

A k? — k2
in sich abgebildet. Wir haben zwei Fille zu unterscheiden.

1. Fall: v1v # 0.
Das orthogonale Komplement von kev ist ein zu kev komplementirer 1-dimensionaler

Unterraum und k2 zerfallt in eine direkte Summe
k2 = kev @ (kev)L = kev @ kew mit kew = (kev)t
Wegen A(ksv) C kev gilt auch fur das orthogonale Komplement A(ksw)Ckew, d.h.
Aew = hew.
Die Matrix von A bezuglich dieser Basis von k2 hat die Gestalt

S I
h ‘(ox)'

-10
Deshalb ist 1 =det(A) = det ( 0 7\) =-A, d.h. A =-1, also

10
A=-<01).
2. Fall: viv =0.

Dann ist k2 ch des Standard-Skalarprodukt eine hyperbolische Ebene (vgl
Jacobson [4], Kapitel 6, Abschnitt 6.4, Definition vor Theorem 6.10). Die
hyperbolische Ebene enthdlt nach dem dortigen Theorem 6.10 (3) genau zwei total

isotrope Unterrdume, der eine wird wegen vIy = 0 von v erzeugt. Sei w ein
erzeugendeer Vektor des anderen,

k2 = kev + kew.

Die orthogonalen Transformationen des k2 mit der Determinante 1 sind nach dem
zitierten Theorem 6.10, Aussage (4) von der Gestalt

A-V=c-V,A-w=%°wfureincEk—{0}.

Wegen Aev = -v ist in unserem Fall ¢ = -1 und wie im ersten Fall

(s}



Wir setzen die obige Abbildung 1y mit der Abbildung A zusammen zu einer Abbildung
mit Werten in der Nebenklasse von A. Fur die schiefsymmetrische Matrix

y = ( 0 a) ew
- 0
(d.h. 0 # det(l+y) =1+ (x2) erhalten wir
Asp(y) = Av (1-y)+(14y) 7!
=- (1-y)(1+y) ™!

l—a_locol—a_ 2.10
(1+Y).(0L1)_(—a1)(a1)_(l+a)<01)

Wegen

gilt
1 1 1l -a
(I+y) " = ( )
1+oc2 a 1l
also
Asp(y) = (y-De(14y) !
=~ (1y)<(1+y) 7!
B 1 1-a)/1-a
B l+0c2 al al
B 1 1-(x2 20
1+OL2 20 l—oc2
also

1 (140 0 -0 20
det (1 + Ay(y)) = det (— ( 0 2| - R

1+ 1+a 200 1-a
1 det 2-0L2 200
= e
(1+Ot2)2 2a 2002
2
4 al
= (x2 > det( )
(1+09) -la
B 4oc2
1+oc2

Die Determinante ist ungleich O fur o # 0, d.h.
0 _
Am{ mewm¢omgugm
-0l
also
0 a -1 =
Py 0 EWla #=0})CAU.
-

Weil ¢ ein Isomorphismus ist, steht links eine nicht-leere offene Teilmenge von U.

Weil U irreduzibel ist, liegt diese dicht in U. Weil die Menge rechts abgeschlossen ist,
folgt

vcal,



also A» U C U, also A € U. Wir haben gezeigt, jede Matrix A € SO, - U liegt in U.

2
Es gibt also nur eine Nebenklasse von 802 bezuglich U, d.h. es ist

802 = U zusammenhingend.

3. Schritt. Der Fall n = 3.
Nach dem Satz von Dieudonné ist jede Matrix

AE 503
die Zusammensetzung von zwei Spiegelungen (vgl. Lam [1], Kapitel 1, §7, Folgerung

7.3),

A=s os
u v
mit
<x,u>
S (X) =X -20———°u
u() <u,u>

mit einem anisotropen Vektor u € k3 (d.h. <u, u > # 0). Wir konnen annehmen, die
beiden (anisotropen) Vektoren

u und v sind linear unabhangig.
Denn es gilt Su=Sy falls u und v proportional sind und A ist die identische Abbildung,

welche trivialerweise in U liegt. Wir schreiben
H = (xEK2I<u, x>=0}

fur die Ebene durch den Ursprung mit dem Normalenvektor u. Nach Definition bildet
Sy die Vektoren von Hu in sich ab (und die dazu senkrechten in ihr Negatives), d.h. 5,

ist die Spiegelung an der Ebene Hu. Weil u und v linear unabhangig sind, sind die

beiden Ebenen Hu und HV verschieden und

HuﬁHV ist eine Gerade (durch den Ursprung von k3),
d.h.
HuﬁHV = wek mit einem Vektor w € k3 - {0}

Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
<u,u>=1l=<v,v>
Wir unterscheiden zwei Falle.

1. Fall. Hu N HV ist anisotrop.

Der Vektor w hat ein von 0 verschiedenes “Langenquadrat” < w, w >. Wir konnen
annehmen, dieses ist gleich 1,

<w,w>=1.
Es gilt

suosV(w) = su(w) (wegen w € HV)
=W (wegen w € Hu).
Deshalb ist kew ein linearer Unterraum, der bei A = $,°Sy in sich abgebildet wird. Das
orthogonale Komplement

(kew)t
ist ein komplementarer Unterraum,

3 = kew + (kew) L, kew () (kew)t = 0,



der durch A ebenfalls in sich abgebildet wird. Beziiglich einer orthonormierten Basis,
welche diese direkte Summenzerlegung respektiert, hat die Matrix von A die Gestalt’

-10 ° e 10
S AS—<0A,)

mit einer Matrix A’ & SO,. Nach Induktionsvoraussetzung ist SO

2 2

zusammenhangend. Deshalb ist
{Id}XSO2 - SO3
eine zusammenhédngende Untergruppe von SO3 , welche insbesonderen die Eins enthilt

und damit ganz in der Komponente der Eins liegt. Es folgt

-1 /10 —
S AS—(OA,)E{Id}Xsong.

Weil U als Komponente der 1 ein Normalteiler von O, ist, gilt damit

3
Aes-U-s1CT.
2. Fall. Hu M HV ist isotrop.
Der Vektor w ist isotrop, d.h. < w , w > =0. Der zwei-dimensionale Vektorraum
— (ke
Hu = (keu)

hat die Struktur einer hyperbolischen Ebene (vgl. Lam [1], Kapitel 1, §3, Satz 3.2),
d.h. es gibt eine Basis von Hu’ sagen wir

Hu =keu’ + keu” mit

<u’,u’> =1
<u’,u’ > =-1
<u,u”’ > =0

Das Skalarprodukt <, > hat also beziiglich der Basis {u’, u”} auf Hu die Gestalt

< C’u’ + C”u”’ d’u’ + d”u” >= C’d’ _ C”d”.
Die isotropen Vektoren von Hu sind durch die Bedingung

I

29,2 29,9

O=<cuv+c’u”,c’u’ +c’u’>=¢’ (c’-c”)e(c’+cC”).

gegeben. Der Raum Hu enthalt somit genau zwei total isotrope Unterraume (d.h.

Raume die nur aus isotropen Vektoren bestehen), namlich

ke(u’+u”) und ke(u’-u”) sind die einzigen total isotropen Unterraume von Hu'

Im hier behandelten Fall ist Hu N HV einer dieser beiden total isotropen Unterraume.

Wir konnen O.B.d.A annehmen
Hu N HV =ke(u’+u”).

Die Vektoren v = E«u + neu’ + Ceu” und u’+u” stehen dann senkrecht aufeinander, d.h.

0 =<Eu+mneuw +Cu”,u+u” >
=M- C’
d.h. v hat die Gestalt
v =Eeu+me(u’-u”)

Wegen<v,v>=1,ulu’,ulu’undu’ -u”ist auBerdem

3 Die linke obere 1 kommt von der Identitit Asw = w.



2
1 =g~
Da sich die Spiegelung Sy nicht andert wenn wir v durch -v ersetzen, konnen wir
0.B.d.A. annehmen § =1, d.h.
\% =u+mneu-u”).
Die Formeln fur Sy und Sy bekommen damit die Gestalt

<xX,u>
S (X)=X-20———eu=Xx-2<X,U>U
u() <u,u> ’

su(ovu + Beu’ + yeu”) = aeu + Beu’ + yeu” - 2e0eu
=-aeu + feu’ + yeu”

<X,v>
<vV,v>

SV(X)=X— V=X-2<X, V>V

su(ovu + PBeu’ + yeu”) = acu+Peu’+yeu”
-2e<oreu+feu’+yeu”, u+n (U’ -u”)> (u+ne(u’-u”))
= oeu+feu’+yeu” -2« (o+pN+yn)e(u + ne(u’-u”))
=-(@+2B+2B17)+u-Qom+2n - DB+2m?)eu’+20m+2B0 "+ 2+ y)eu”

Wir wollen jetzt die Matrizen dieser Abbildungen aufschreiben. Um den Vergleich mit
den entsprechenden Matrizen bezuglich der Standard-Einheitsbasis zu vereinfachen,

ersetzen wir den Basisvektor u” durch \/— 1eu”, wobel

V-1€k

ein Element des algebraisch abgeschlossenen Korpers k mit dem Quadrat -1 sein soll.
Wir erhalten

su(oc-u + Peu’ +ye V-1eu”) = oeu + Beu’ +yeu” - 2eqeu

=-aeu + Beu’ + e V-Tew”
und

su(a-u + Beu’ + ye \-1eu”
(02BN +2BNV-Toy)ou-2am+(20 - DB+2-Ton2)ew +2an+2pn>+2n >+ Hy-1eu”
= (o+2pn+2pMV-Tey)eu
-om+2n-Dp+2yWTn?)ew’
+(-20Ten-2BVTen2+2n 2+ 1)y)e V-Tow”
Bezeichne

M@B) = Mu,u’,\/j-u”(B)
die Matrix der linearen Abbildung B beziiglich der Basis u, u’, 4/-1+u”. Dann gilt

100
M(s) =[ 010
001

-1 =21 —27]\/3

MGs) =| -2n 1207 2T

—27]\/3 —27]2\/3 1+21’]2

MA) =M (suosv)

also



1 -21 -21’]‘\/3
Mmoo 122
21’]‘\/3 -27]2\/3 l+21r]2

2 2q 2y
+MA) = 2n 2207 2T
2T 20T 242m2
Al
3
det(ly+ M o o(A)=27wdet | q 12 2

W VT 142

Damit ist

und

1-n-mV-1
=8det|0 1 O
00 1

= 8.

Die Vektoren u, u’, \/-1-u” stehen paarweise aufeinander senkrecht und haben das
“Langenquadrat” 1:

<u,u>=1,<u’,u’>=1,<\/j-u”,\/j-u”>=1.

Weil die Standard-Einheitsvektoren e e, cbenfalls paarweise senkrecht

e
23
aufeinander stehen und die “Langenquadrate” 1 haben, gibt es eine orthogonale Matrix
S mit

S’ei =u mitu =u,u, =0 U, s \-Teu

Nach Definition der Matrix M(suosV) gilt
& 1 E1
3’2 = M(suosV)- §2
3’3 §3

3 3
@ 2E =8 (3 gu)
i=1 i=1
3 3
ey E’i S-ei = su°sv( > Ei S-ei)
i=1 i=1
3 3
&Sy E’i e, = AS( Y Eiei)
i=1 i=1

3 | 3
&y E’i e = STHeAS( Y Eiei)
i=1 i=1
also
M(A) = M(s o5 ) = s-l.a.s



also
det (1+A)  =det(S”le(1+A)+S)
= det(1 + S"LA+S)
=det (1 + Mu,u’,u”(A))
=8
diese Determinante ist von Null verschieden (weil die Charakteristik von k von 2
verschieden ist). Deshalb gilt
A€UCU.
4. Schritt. Der Fall n = 4.
Nach dem Satz von Dieudonné ist jede Matrix von

o

n
die Zusammensetzung von einer eindlich vielen Spiegelungen S, (vgl. Lam [1], Kapitel

1, §7, Folgerung 7.1),
<X,u>
<u,u>

su(x) =X -2

mit einem anisotropen Vektor u € k3 (d.h. <u, u > # 0). Eine Zusammensetzung von

solchen Spiegelungen liegt genau dann in
SO
n

wenn die Anzahl der Faktoren gerade ist. Das liegt daran, dafl die Determinante einer
Spiegelung gleich -1 ist (vgl. Lam [1], Kapitel 1, §4, die Bemerkungen nach Folgerung
4.4). Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen, daf} die Zusammensetzung von
je zwei Spiegelungen

A =5 og
u'v

mit anisotropen Vektoren u, v € k" (dh. <u, u> # 0 und <v, v> # 0) in der
Komponente der Eins liegen,

AEU.
Wir konnen annehmen, die beiden (anisotropen) Vektoren
u und v sind linear unabhangig,

da die identische Abbildung trivialerweise in U liegt. Die Hyperebenen Hu und HV

durch den Ursprung mit den Normalenvektoren u bzw. v sind dann verschieden und
haben eine Durchschnitt der Dimension

dim HuﬁHV =n-2.

Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
<u,u>=1l=<v,v>
Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall. Es gibt einen Vektor w € Hu N HV mit < w, w > # 0.

Wir gehen dann in analoger Weise vor wie im Fall n = 3. Wir konnen annehmen
<w,w>=1.
Es gilt

suosV(W) = su(w) (wegen w € HV)
=w (wegen w € Hu).
Deshalb ist kew ein linearer Unterraum, der bei A = S,°Sy in sich abgebildet wird. Das
orthogonale Komplement

(kew)
ist ein komplementarer Unterraum,



K™ = kew + (kew) L, kew () (kew)T =0,
der durch A ebenfalls in sich abgebildet wird. Beziiglich einer orthonormierten Basis,
welche diese direkte Summenzerlegung respektiert, hat die Matrix von A die Gestalt*

-10 ° e 10
S AS—<0A,)

mit einer Matrix A’ € SOn- Nach Induktionsvoraussetzung ist SO

1 n-1

zusammenhangend. Deshalb ist
{Id}XSOn_1 - SOn
eine zusammenhédngende Untergruppe von SOn , welche insbesonderen die Eins enthilt

und damit ganz in der Komponente der Eins liegt. Es folgt

-1 /10 —
S AS—<OA,)E{Id}XSOn_1gU.

Weil U als Komponente der 1 ein Normalteiler von On ist, gilt damit
A€s-U-s1CU.
2. Fall. Es keinen Vektor w € Hu M HV mit < w, w > # 0.

Wir zeigen, dal} dieser Fall nicht eintritt im Fall n = 4. Nach Voraussetzung ist jeder
Vektor von Hu N HV zu sich selbst orthogonal, d.h. Hu N HV ist total isotrop.

Deshalb gilt
2+dim Hu M HV <n
(vgl. Lam [1], Kapitel 1, §3, Satz 3.4 (1)). Wegen dim Hu N HV =n - 2 (siehe oben),

folgt 2n - 4 < n, also n < 4, also
n=4.

Weil jeder Vektor von Hu N HV isotrop ist, liegt der Unterraum in seinem eigenen
orthogonalen Komplement,
1
Huﬂva(HuﬂHV) .

Fur die Dimension dieses orthogonalen Komplements erhalten wir (nach Lam [1],
Kapitel 1, §1, Proposition 1.3)

. L
dlmHuﬂHV) =n dlmHumHv

=n-(n-2)
=2
=4-2
=n-2

= Hu N HV.
Damit gilt sogar
_ L
HuﬂHV—(HuﬂHV) .
Weil u und v nach Definition von Hu = (k-u)J‘ und HV = (k'V)'L auf jedem Vektor von

Hu N HV senkrecht stehen folgt

* Die linke obere 1 kommt von der Identitit Asw = w.



1_
u,ve (HuﬂHV) —HuﬂHv.
Das ist aber nicht moglich, denn alle Vektoren von Hu N HV sind nach Voraussetzung

isotrop, wahrend u und v (ebenfalls nach Voraussetzung) anisotrop sind. Dieser
Widersprucht zeigt, dall der hier betrachtete zweite Fall nicht eintritt.
QED.

Beweis von (c) (geometrische Variante)
Wir haben die Irrduzibilitat von SOrl zu beweisen.

1. Schritt. Irreduzibilitat der Einheitssphére im k™
Sei
X .= g0l ={xEKkMl<x,x>=1}
die Einheitsphare im k™ (oder auch (n-1 )-Sphire). Wir bezeichnen hier mit < x, y > das
Standard-Skalarprodukt des k™,

0 *1 d
<X,y>=‘2xiyifl'1rx= ... lundy=
i=1 X y
n n
Die (n-1)-Sphire ist eine affine algebraische Varietat mit dem Koordinatenring

i . 2 2
KIS™ 1 = KIT o T mit £ 1= T+ 4T, - 1.

Wir wollen zeigen:

X = $71ist eine irreduzible Varietat fir jedesn>1.
Zum Beweis reicht es zu zeigen,

f= T%+...+T12l - 1 ist irreduzibel in k[Tl,...,Tn],

denn k[T .,Tn] ist ein ZPE-Ring, so dafl dann (f) ein Primideal ist (also k[Sn'l]

Sn-l

1

nullteilerfrei, also irreduzibel).
Wir beweisen die Irreduzibilitat von f durch Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 2.

Es giltf = T% + T% -1. Wir betrachten f als Polynom in T, mit Koeffizienten aus k[Tl]'

2
Das Absolutglied von f ist dann

T% -1= (T1 + 1)-(T1 - 1).
Weil die Charakteristik von k ungleich 2 sein soll, sind die beiden Faktoren teilerfremde
Primelemente von k[Tl]' Das Absolutglied ist kein Quadrat, d.h. f ist ein Eisenstein-

Polynom und damit irreduzibel.
Induktionsschritt: n > 2.
Wir betrachten f als Polynom in Tn mit Koeffizienten aus k[T T 1]. Das

1ol
Absolutglied

2 2
Ti+.+T ;-1

von f, ist nach Induktionsvoraussetzung irreduzibel. Damit ist das quadratische
Polynom f ein Eisenstein-Polynom, also irreduzibel.
2. Schritt. Die Abbildung

cp:Sn'1—>SL , VP S ,
n v



ist ein wohldefinierter Morphismus von affinen algebraischen Varietaten.
Dabei soll Sy die (Matrix der) Spiegelung an der zum Vektor v senkrechten

Hyperebene sein.

Wir verwenden hier das Standard-Skalarprodukt < , > des k™. Die zu v € Sn'1
senkrechte Hyperebene ist die Menge

HV={wEan<V,w>=O}

Die Spiegelung S, ist die eindeutig bestimmte lineare Abbildung

sV: K" k™, w b W - 2e<w, V >ev,
welch die Punkte der Hyperebene HV fest 146t und den zur Hyperebene senkrechten

Vektor v in sein Negativen abbildet.
Fur x € Sn'1 ist
SV(X) =X - 2eVe<V,X>
=1Idex - 2°V°VT°X (Matrizen-Multiplikation)
= (Id - 2evevD)ex
Die Matrix der linearen Abbildung Sy ist damit gleich Id - 2evev
Abbildung

T und @ ist die

T

: Sn'1 — SLn’ Vv Id-2evev,

¢

Da die Eintrage der Matrix Id - 2evey ] Polynome in den Koordinaten von v sind, ist
dies ein Morphismus affiner Varietéten.
3. Schritt. SOn ist als Varietat irreduzibel, also zusammenhéangend.

Jede orthogonale Transformation ist des k™ ist Zusammensetzung von = n Spiegelungen
Ihre Determinante ist genau dann gleich 1, wenn sie in eine gerade Anzahl von
Spiegelungen zerfallt.

Der Morphismus affiner algebraischer Varietiten
Sn'IX...XSn'1 — SOn, (vl,...,vs) BN (p(vl)-...-cp(vs),

ist wohldefiniert, wenn die Anzahl s der Faktoren links gerade ist, und er ist surjektiv
fur zum Beispiel s = 2n. Das Produkt links ist irreduzibel (weil die Faktoren irreduzibel
sind). Als stetiges Bild eines irreduziblen topologischen Raums ist dann aber auch SOn

irreduzibel.

Aufgabe 3
Die Varietat
X = {(x.y) €k? | xy = 0}.
von 1.2.8 (3) kann nicht die zugrundeliegende Varietat einer algebraischen Gruppe sein.

Beweis. Nach Aufgabe 1.2.8(3) ist X zusammenhéangend aber nicht irreduzibel. Fur
algebraische Gruppen ist Forderung der Irreduzibilitat aber dquivalent zu der
zusammenhéngend zu sein. Deshalb kann X nicht die Struktur einer algebraischen
Gruppe bestizen.

QED.



Aufgabe 4
Seien G eine zusammenhdngende algebraische Gruppe und N ein endlicher Normalteiler

von G. Dann liegt N im Zentrum von G. Hinweis: man betrachte fur n € N die

Abbildung G — G, X » xnx L.

Beweis. Weil N ein Normalteiler ist, liegt xnx™1 in N fr jedes n € N und jedes xEG.
Die Werte der angegebenen Abbildung liegen in N. Wir erhaltgen so einen Morphismus

G— N, xp an'l.

Weill G zusammenhidngend ist, ist es auch das Bild in N. Die
Zusammenhangskomponente einer endlichen Varietit sind die einpunktigen
Teilmengen. Deahalb muf3 der Morphismus von konstant sein. Weil n im Bild liegt

enn ene — =n), folgt
d 1= ), folg
xnx | = x fir jedes x € G,

d.h. n kommutiert mit jedem Element von G, liegt also im Zentrum von G.
QED.

2.2.3 Zerlegung in ein Produkt dichter offener Teilmengen

Seien U und V zwei dichte offene Teilmengen der algebraischen Gruppe G. Dann gilt
G="U-V.

Beweis.

1. Schritt. Seien Gl’"" Gn die irreduziblen Komponenten von G. Fur eine Teilmenge

S C G sind dann die folgenden Aussagen aquivalent.
1. S ist dichte offene Teilmenge von G.

2. SﬂGi ist dichte offene Teilmenge von Gi furi=1,...n.

Beweis von 1 = 2. Weil S offen ist in G, ist SﬂGi offen in der abgeschlossenen
Teilmenge Gi von G.

Die Menge
G- G1U...UGi_1UG. U...UGn (C Gi)

1+1
ist offen G (weil die Komponenten abgeschlossen sind). Weil S dicht liegt in G, hat S
mit dieser offenen Menge Punkte gemeinsam, also erst recht mit der grofleren Menge Gi

, d.h.
SﬂGi ist ein nicht-leere offene Teilmenge von Gi'

Weil Gi irreduzibel ist, liegt SﬂGi dicht in Gi'
Beweis von 2 = 1. Weil SﬂGi offen ist in Gi’ ist
Gi - SﬂGi
abgeschlossen in Gi und damit - weil die Komponente Gi abgeschlossen ist in G - ist

G, - S(]Gi abgeschlossen in G.

Dann ist aber auch die endliche Vereinigung
n n
Ui G, -SNG)=UL| G,-9)=G-5
abgeschlossen in G, d.h. S ist offen in G.



Wir haben noch zu zeigen, S liegt dicht in G. Sei U C G eine nicht-leere offene
Teilmenge von G. Wir haben zu zeigen, S()U ist nicht leer.
Weil U nicht leer ist, gibt es ein i mit U(WGi # . Dann ist UﬁGi eine nicht-leere

offeen Teilmenge von Gi' Nach Voraussetzung liegt S(WGi dicht in Gi’ also ist der
folgende Durchschnitt nicht leer:

(UMG) M MG, =UMSMG;.

Dann ist aber auch U(")S nicht leer.
2. Schritt. Abschluf3 des Beweises.

Sei x € G vorgebeben. Dann sind xV~
G. Nach dem ersten Schritt sind

xV'lﬂGi und UﬂGi dichte offene Teilmengen von Gi

fur jedes i. Weil Gi irreduzibel ist, ist ihr Durchschnitt nicht leer. Dann ist aber auch

1 und U ebenfalls dichte offene Teilmengen von

xv1iNu
nicht leer. Sei y aus diesem Durchschnitt. Dann gilt
x=y*Vundy €U,
also x € U-V.
QED.

2.2.4 Eigenschaften von Untergruppen algebraischer Gruppen

Seien G eine algebraische Gruppe und H C G eine Untergruppe von G. Dann gelten
die folgenden Aussagen.

(1)  Die AbschlieBung H ist eine Untergruppe von G.

(ii)  Enthilt H eine nicht-leere offene Teilmenge von H, so ist H abgeschlossen.
Beweis. Zu (i). 1. Schritt. fir die Multiplikation u von G gilt w(HxH) C H.

Sei x € H. Dann gilt

H=x-HC x+ H.

Weil x» H abgeschlossen ist, folgt H C x+ H, also xL.| C H. Weil dies fur jedes x
aus der Gruppe H gilt, folgt

Tl

H-H C H. (1
Sei x € H. Wegen (1) gilt dann Hex C H, also H CH- x 1. Weil He x7!
abgeschlossen ist, folgt H C He x‘l, also x» H C H fur jedes x €H. Mit anderen
Worten, es gilt w(HxH) C H.

2. Schritt. fir den Antipoden t von G gilt «H) = H.
Weil der Ubergang zum Inversen ein Automorphismus von G ist, gilt

@1l=u!=H.
3. Schritt. Abschluf3 des Beweises.
Nach den ersten beiden Schritten definierten die Multiplikation von G und der Ubergang
zum Inversen, Morphismen

ﬁXﬁ—>ﬁundﬁ—>ﬁ.



Aus den kommutativen Diagrammen, welche fur die Gruppen-Axiome fur G stehen,
erhilt man durch Einschrinken die analogen kommutativen Diagramme fur H. Deshalb
ist H eine Untergruppe von G.

Zu (ii). Sei U C H eine nicht-leere Menge, welche offen ist in H. Dann ist H als

Vereinigung von Verschiebungen von U offen in H. Nach 2.2.3 gilt
H=H-H=H,

d.h. H ist abgeschlossene Untergruppe.

QED.

2.2.5 Kern und Bild von Homomorphismen, die Komponente der Eins

Sei ¢: G —> G’ ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen. Dann gelten

folgende Aussagen.

(1) Ker(¢) ist ein abgeschlossener Normalteiler von G.

(1) Im(¢) ist eine abgeschlossene Untergruppe von G’.

(iii) Sind G und G’ beides F-Gruppen und ist ¢ uiber F definiert, so ist ¢(G) eine F-
Untergruppe von G.

@) (G =©)".

Beweis. Zu (i). Als Kern eines Gruppen-Homomorphismus ist Ker(¢) ein

Normalteiler.

Zum Beweis der Abgeschlossenheit beachsten wir, jede einpunktige Menge einer
algebraisch Varietat ist abgeschlossen. Das gilt insbesondere fur die Menge

{e} C G,
die nur aus dem neutralen Element von G’ besteht. Als Morphismus algebraischer
Varietiten ist ¢: G —> G’ stetigt. Deshalb ist
Ker(®) = ¢ ({e'})

eine abgeschlossene Teilmenge von G.
Zu (ii). Als Bild einer Gruppe bei einem Gruppen-Homomrophismus ist

(G C G
eine Untergruppe von G’. Als Bild bei einem Morphismus enthélt ¢(G) eine nicht-leere
Teilmenge, welche offen ist in der AbschlieBung W (nach 1.9.5). Nach 2.2.4 (ii) ist
die Untergruppe ¢(G) von G’ dann aber selbst abgeschlossen.
Zu (iii). Weil ¢: G — G’ ein uber F definierter Morphismus von F-Varietéten ist, hat
die AbschlieBung des Bildes

%G C G
die Struktur einer F-Varietdt (nach 1.9.1 (iv)). Nach (ii) ist $(G) abgeschlossene
Untergruppe von G’, d.h.

9(G) = 6(G)

ist eine F-Varietat und eine abgeschlossene Untergruppe von G’, also eine F-
Untergruppe (vgl. 2.1.1.1).
Zu (iv). Das Bild der 1-Komponente

o(GY)
ist eine abgeschlossene Untergruppe von G’ (nach (ii) angewandt auf ¢|GO) und ist

zusammenhédngend (nach 1.2.3(i1) - weil irrduzibel und zusammenhangend fur
algebraische Gruppe dasselbe bedeutet).



Weil GU einen endlichen Index in G hat, d.h. G ist Vereinigung endlich vieler

Nebenklassen modulo GO, hat auch q)(GO) einen endlichen Index in ¢(G). Deshalb gilt
(G C oGY)

(nach 2.2.1.1 (ii1)). Weil q)(GO) zusammenhangend ist, ist die Nebenklassen-Zerlegung

bezuiglich q)(G)O in endlich viele disjunkte abgeschlossene Teilmengen trivial, d.h. es

gilt das Gleichheitszeichen.
QED.

2.2.6 Erzeugung algebraischer Gruppen durch irreduzible Varietiten
Sei

o) X — Gl
eine Familie von Morphismen, wobei die Xi irreduzible Varietaten seien und G eine

algebraischen Gruppe G. Wir nehmen an, das neutrale Element von G liegt in allen
Bildern,

e e q)i(Xi) fur jedes i €1,
und setzen
H =) {H | H abgeschlossene Untergruppe von G mit q)i(Xi)gH’ fur i€},

d.h. H ist die kleinste abgeschlossene Untergruppe von G, welche die Bilder der ¢i

enthélt. Dann gelten folgende Aussagen.

(i) H ist zusammenhéngend.

(i) Es gibt eine nicht-negative ganze Zahl n, ein n-Tupel nicht-negativer ganzer
Zahlen

a = (a(l),..., a(n)) €
und ein n-Tupel von Vorzeichen
(e(1),...e(n)) € {+1, -13"
mit

H=Im(, (1))8(1)-...-Im(¢ )EM),

a(n)

(i) Angenommen G ist eine F-Gruppe, alle Xi sind F-Varietaten und alle ¢i sind

definiert iber F. Dann ist H eine F-Untergruppe von G.
Beweis. Wir konnen annehmen, in der Familie der Bilder

Yi = q)i(Xi)
der ¢i kommt mit jedem Yi auch die Menge Yi_ ! vor. Wir konnen so die

Bezeichnungsweise im folgenden vereinfachen und die €(i) weglassen.
Fur jedes

a = (a(l),..., a(n)) € I
schreiben wir

Y =Y e Y .
a a(l) a(n)
Als stetiges Bild eines Produkts irreduzibler Varietaten ist Ya irreduzibel, und dasselbe

gilt auch fur die AbschlieBung Ya von Y in G (nach 1.2.3(1)). AuBlerdem enthilt jedes



der ?{a das neutrale Element von G. Als zusammenhédngende Teilmenge von G muf3
damit S_{a ganz in GO enthalten sein:

Fur jedes Tupel a von Elementen aus I sind Ya und ?a irreduzible

Teilmengen von G mit
e€Y, CY Ca”

Insbesondere gilt
dimY_ = dim G” = dim G.

Nach Definition gilt

W . m n
YbY Y(b )furbEI undc €1,

wenn (b,c) das (m+n)-Tupel bezeichnet, welches durch Aneinanderfugen der
Koordinanten von b und c entsteht. Wie im Beweis von 2.2.4° sehen wir

YbY C Y(bc)

Wir wihlen jetzt unter den Tupeln von Elementen aus I ein solches, fur welches
dim ?a maximal
ist. Dann gilt fur jedes b
Ya s Yo Yo s Yaw
und wegen der Maximalitit der Dimension von Ya muf uberall das Gleichheitszeichen
gelten (nach 1.8.2), d.h. es ists
Y =Y Y, D) Yy fur jedes b.
Damit ist S_(a multiplikativ abgeschlossen (b := a) und abgeschlossen gegenuiber
Inversenbildung (man wihlen b so daB Yb = Y;ll ist und beachte, es gilt Y ;11 = Ygll ,
weil der Ubergang zum Inversen ein Homoomorphismus ist). Mit anderen Worten
S_(a ist eine irreduzible abgeschlossene Untergruppe von G.

‘Furx €Y giltxeY CY cCy , also
b c (b,c) (b,c)
y cxLy .
¢ (b,o)
Weil die Menge rechts abgeschlossen ist, folgt ? - L. Y(b X also
C

Xe Y (- Y(b o furjedestYb.

Damitist Y ey C Y fur jedesy €Y Lalso
c

b~ — (bo)
Y CY oyl
b (b,c)
Weil die Menge rechts abgeschlossen ist, folgt Yb C Y(b )- -1 also
Y oyC Y, furjedesy€Y,
by S (bo) ur jedes y .
also
Y Y cyY.

b (be)



Als AbschlieBung des Bildes Ya eines Morphismus enthilt S_{a eine offene Teilmenge,
die ganz in Ya (nach 1.9.5)). Damit gilt aber

?a =YY, CH
(nach 2.2.3). Weil ?{a eine abgeschlossene Untergruppe von G ist, die alle Ya enthilt,
mulf} nach Definition von H auch die umgekehrt Inklusion bestehten, d.h. es ist

H= Ya = Ya- Ya’

Das erste Gleichheitszeichen bedeutet, H ist zusammenhéangend, d.h. es gilt (i). Das
zweite bedeutet, es gilt (ii).

Sind alle q>i: Xi — G uber F definierte Morphismen von F-Varietaten und ist G eine F-
Gruppe, so sind fur jedes b = (b(1),...,b(m)) € ™ auch die Abbildungen

q)b(l)xqu)b(n)\ Gx..xG — G

Xb(l)x"'XXb(n)
uber F definierte Morphismen von F-Varietaten, und die AbschlieBung ?b des Bildes ist
eine F-Teilvarietat (nach 1.9.1(iv)).

Das gilt insbesondere fur b = a. In diesem Fall ist H = S_(a eine abgeschlossene

Untergruppe von G mit einer F-Struktur, fur welche die naturliche Einbettung in G uiber
F definiert ist (vgl. 1.6.14). Mit anderen Worten, H ist eine F-Untergruppe (vgl.
2.1.1.1). Damit gilt auch (iii).

QED.

2.2.7 Von abgeschlossenen Untergruppen erzeugte Untergruppen
Seien G eine algebraische Gruppe und {Gi}i a1 eine Familie von abgeschlossenen

zusammenhédngenden Untergruppen von G. Dann gilt:
(i) Die von den Gi erzeugte Untergruppe H ist abgeschlossen und

zusammenhingend. Auflerdem gibt es Indizes a(1), ..., a(n) € I (n =0) mit

H=G , .G ..
a(l) a(n)
(i) Ist G auBerdem eine F-Gruppe und ist Gi fur jedes i eine F-Untergruppe, so ist H

eine F-Untergruppe.
Beweis. Dies ist ein Spezialfall der Aussage von 2.2.6.
QED.

2.2.8 Die Kommutator-Untergruppe abgeschlossener Untergruppen

Seien G eine algebraische Gruppe und H und K abgeschlossene Untergruppen von G,
von denen eine zusammenhédngend ist,

H C G oder K C G zusammenhingend.

Dann gilt:

(i) Die Kommutator-Gruppe (H, K) ist abgeschlossene und zusammenhangende
Untergruppe von G.

(i)  Ist auBerdem G eine F-Gruppe und sind H und K F-Untergruppen von G, so ist
auch (H, K) eine F-Untergruppe von G.

Beweis.

Zu (1). Wir nehmen an, die Untergruppe H ist die zusammenhangende der beiden.

Dann erfullt die Familie der Morphismen



q)i: H—G xp xix'li'l, miti €K

die Bedingungen von 2.2.6. Man beachte ¢i(e) = ilile Die Aussage folgt dann aus

2.2.6 (i) und 2.2.6 (ii).
AuBerdem folgt aus 2.2.6 (ii), daBl (H,K) das Bild eines Morphismus der Gestalt

HXK) —5 G, (h ks o h k) b 0 0 Yo 0™ (B ) (1)
e , 1, 1,..., n, n > k] 1 kn n

Zu (ii). Die Aussage folgt aus 1.9.1 (iv) und der Tatsache, dal der Morphismus (1) in
der betrachteten Situation ein iiber F definierter Morphismus von F-Varietéten ist.
QED.

2.2.9 Aufgaben

Aufgabe 1
(a) Geben sie einen weiteren Beweis dafur an, daf3 SOn in der Charakteristik # 2

zusammenhangend ist (vgl. 2.2.2 Aufage 2(c)) unter Verwendung von 2.2.7 und
der Tatsache, daf} On von “Symmetrien” erzeugt wird (vgl. Jacobson [4], Kapitel

6, Abschnitt 6.6, Satz von Cartan-Dieudonné und die Definitionen am Anfang
von Kapitel 6, Abschnitt 6.4 oder Lam [1], Kapitel 1, §7, Satz 7.1 und die
Definitionen in Kapitel 1, §4 nach Folgerung 4.4).

(b) Zeigen Sie mit einem dhnlichen Argument, daf3 Sp2n zusammenhangend ist fur

jeden Korper k unter Verwendung der Tatsache, dal Sp g VOD ‘symplektischen

Transvektionen’ erzeugt wird (vgl. Jacobson [4], Kapitel 6, Abschnitt 6.9,
Lemma 1 und die Definitionen davor).
Beweis. Zu (a). Siehe die geometrische Variante des Beweises von 2.2.2 Aufgabe 2,
Teil (¢).
Zu (b). Jede symplektische Matrix

AEe szn

ist Produkt von endlich vielen Matrizen von symplektischen Transvektionen. Eine
symplektische Transvektion ist eine Abbildung der Gestalt
ru C: K'— k" x b x + ceB(x,u)eu,
mit einem Vektor u € k™ - {0} und einer Konstanten ¢ € k. Dabei sei
01

T ST n
JymltJ—(_1 0
n

B(x,y) :=x

Die Matrizen der linearen Abbildungen Toc liegen in Sp2n (vgl. Jacobson [4], Anfang

von Abschnitt 6.9). Sie haben die Gestalt

M(

— T,
ru,c) = 12n J,

- ce(ueu
denn es gilt
= [ ] T. L] L]
Tu,c(x)_ X + co(X " eJeu)eu
'JT°X) (XT-J eu ist eine 1x1-Matrix)

=X- c-u-(uT-J *X) (J ist schiefsymmetrisch)

=X+ c-u-(uT

= - L] L] T. L]
—(12n ce(ueu ¢J)ex



Da die Eintrage der Matrix M(ru C) Polynome in c sind, ist firr beliebige u € k™-{0} die
Abbildung ’

!
T A — Sp2n, Ch M(Iu,c,),

ein wohldefinierter Morphismus von affinen algebraischen Varietiten. Wegen 1:u(0) =

1 o liegt das neutrale Element von Sp2n im Bild des Morphismus. Weil Al irreduzibel

ist, genugt die Familie der T den Bedingungen von 2.2.6. Deshalb ist die von den
Bildern der T, erzeugte algebraische Gruppe zusammenhdngend. Weil jede

symplektische Matrix Produkt von Matrizen der Gestalt M(17u C) ist, ist dies die Gruppe
Sp o

Aufgabe 2
Die Charakteristik von k sei von 2 verschieden. Zeigen Sie, das Komplement von SOn
in On ist irreduzibel und erzeugt On' Folgern Sie, die Bedingung, daf} Bilder der q)i in

2.2.6 das neutrale Element enthalten sollen, kann nicht weggelassen werden.
Beweis. Seia € On eine nxn-Matrix mit der Determinante -1, z.B.

A0 . 01
az(o Id)mltA—<10).

Die Multiplikation mit a und a’!

Varietaten

definiert zueinander inverse Isomorphismen von

0O — 0O ,xp ax,undg: 0 — O ,X|->a'1x,
n n n n

deren Einschrankungen

SO —.0 -SO ,xp ax,undO -SO — SO ,X|—>a'lx,
n n n n n n

wohldefiniert, also bijektive Isomorphismen sind. Insbesondere ist mit SOn auch
f(SO )=0_-SO
n n n
eine irreduzible Komponente von OIl ist. Die Zerlegung von On in SOn und sein
Komplement ist gerade die Zerlegung in irreduzible Komponenten:
Orl = SOIl U On - SOn = SOrl U a-SOn
Mit det(a) = -1 gilt auch det(a'l) =-1, also
aleo -so .
n n
Wegen
Orl = SOn U Orl - SOn
—alvo - -
=a (On SOn) U (On SOn)
wird On von On - SOn’ d.h. die Gruppe On wird von der irreduziblen Varietit On -
SOn erzeugt, ist aber selbst nicht zusammehangend ist.
QED.



Aufgabe 3
Seien G eine zusammenhédngende F-Gruppe und n = 2 ein natirliche Zahl. Dann ist die
Untergruppe G(n), welche von den n-ten Potenzen der Elemente von g erzeugt wird,

eine zusammenhédngende F-Untergruppe, welche ein Normalteiler von G ist.
Beweis. Die Abbildung

Gx..xG = G" — G, (X,,0.X ) P X, *...oX ,
1 n n

1

ist ein uber F definierter Morphismus von F-Varietiten. Die vom Bild erzeugte

Untergruppe G™ ist nach 2.2.6 (iii) eine F-Untergruppe. Fur beliebige x, g € G gilt
goxnog_l = (goxog_l)n c G(n)

Die inneren Automorphismen von G bilden also ein Erzeugendensystem von G™ in

G(n) ab, also auch G(n) in G(n) , d.h. G(n) ist ein Normalteiler.
QED.

Aufgabe 4

Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, da3 die Aussage von 2.2.8 (i) im allgemeinen nicht
richtig ist, wenn weder H noch K zusammenhéangend sind. Hinweis: wihlen sie fur H
und K endliche Gruppen).

Beweis. Sei

HC GL

eine zur symmetrischen Gruppe S

3

3 isomorphe Untergruppe (bestehend aus

Permutationsmatrizen). Es gilt
(12)+(13) =(321)
also
(12)+(13)-(12) 1+(13)"! = (12)+(13)+(12)~(13)

= (321)2
= (123).
Damit liegt (123) in (H, H). Dann liegt aber auch

(123) 2= (321)
in (H, H). Mit H endlich ist auch (H, H) endlich. Weil (H, H) mindestens zwei
Elemente enthilt, ist (H, H) nicht zusammenhéangend.
QED.

2.3 G-Raume
2.3.1 G-Varietaten und homogene Raume

Sei G eine algebraische Gruppe. Eine G-Varietit - auch G-Raum genannt - ist eine
Varietit X zusammen mit einem Mophismus

aGxX—X, (gX)» g°X,
der eine Operation der Gruppe G auf der Menge X definiert, d.h. es soll gelten
ge(hex) = (geh)*x und e*x = x

fur beliebige g, h € G und x € X. Dabei soll e das Einselement der Gruppe G
bezeichnen. Ein homogener Raum uiber G ist ein G-Raum X, auf welchem G transitiv

operiert, d.h. fur je zwei x’, x” € X gibt es ein g € G mit gex’ =Xx"".



Seien X und Y zwei G-Raume. Ein Morphismus

¢ X—Y
heift 4quivariant oder auch G-Morphismus, wenn

h(gex) = 2+9(x)
fur beliebige g € G und x € X gilt.

Seien X ein G-Raum und x € X ein Punkt. Dann heif3t
GX:={gEGIg°X=X}

Isotropie-Gruppe von x und

Gex:={gxlgeqG}
Orbit von x bezuiglich der Operation von G.

Sei X ein G-Raum und F ein Teilkorper von k. Ist G eine F-Gruppe und X eine F-
Varietat und ist die Operation

aGxX—X
von G auf X uber F definiert, so heit X auch G-Raum uber F.

Bemerkung
Die Isotropie-Gruppe Gx ist eine abgeschlossene Untergruppe von G.

Beweis. Gx ist eine Untergruppe von G: Fur beliebige g’, g” € Gx gilt

gex=xund g’*x =X,

also auch
g"lx =X
und damit
(g’_l.g’7).x - g’_l.(g77.x)
=g’_ oxX
=X,

also g"log” S Gx'

Gx ist abgeschlossen in G:
Wir bezeichnen die Projektion auf den zweiten Faktor mit
p2: XX — X, (gX) » X

Weil Py und die Operation a von G auf X Morphismen sind, also insbesondere stetige

Abbildungen, sind die Urbilder p_21 (x) und a'l(x) der abgeschlossenen Menge {x} bei
P, bzw. a abgeschlossen. Damit ist aber auch deren Durchschnitt abgeschlossen:

Py 0 Naleo={Exg€GIN{(ex)ECXIgx =x}

={(gx)lgeGund gex=x}
=G, x{x},

d.h. GXX{x} ist abgeschlossen in GxX. Betrachten wir den Morphismus

(id, x):G — GxX, g » (g,x),
dessen Koordinatenfunktionen (d.h. die Zusammensetzungen mit den beiden

Projektionen von GxX auf G bzw. X) der identische Morphismus id: G — G bzw.



der konstante Morphismus G — X, g i X, ist, der alle Elemente von G auf den Punkt

x abbildet. Weil die Abbildung (id,x) ein Morphismus ist - also eine stetige Abbildung -
ist das Urbild

. -1 _
(id, x)" (G x{x}) =G
der abgeschlossenen Teilmenge GXX{X} bei diesem Morphismus ebenfalls

abgeschlossen.
QED.

2.3.2 Beispiele

Beispiel 1
Seien G eine algebraische Gruppe und X := G. Dann operiert G auf sich selbst durch

innere Automorphismen Gg ,

0:GxG—G,(g,Xx) og(x) = g-x-g'l.

Die Orbits dieser Operation sind gerade die Konjugationsklassen

Gex={gxgllgeG)
von G. Die Isotropie-Gruppen sind die Zentralisatoren

ze{gEGIg-x:x-g}

der Elemente x von G.

Beispiel 2
Seien G eine algebraische Gruppe und X := G. Dann operiert G auf sich selbst durch
Linkstranslationen Lg bzw. Rechtstranslationen Rg ,

L:GxG—G,(g,xX)» Lg(X) = geX,

bzw.

R:GxG—G,(g,x) » Rg(x) = X-g'l.
Dies sind zwei Beipiele fur homogene Raume. Es sind sogar prinzipale homogene
Réume (oder auch Torseure), bei denen die Isotropie-Gruppen trivial sind (d.h. die
Operation ist einfach-transitiv®).

Beispiel 3
Sei V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Eine rationale Darstellung von G in V
ist ein Homomorphismus von algebraischen Gruppen

rrG— GL(V)
(vgl. 2.1.5, Aufgabe 1). Wir konnen dann V als algebraische Varietit betrachten

(welche isomorph ist zu A” mit n := dimk V). Die Abbildung
GxXV—V,(g V) 1(g)V), (1

ist dann ein Morphismus von algebraischen Varietiten.” Wenn wir

® Firr je zwei Punkte x’, x” des Raums auf welchem operiert wird gibt es genau ein Element g der
Gruppe mit gex’ =x".

" Verwendet man eine Basis des Vektorraums V, um diesen mit dem k" zu identifizieren und GL(V) mit
der Menge der umkehrbaren nxn-Matrizen mit Eintragen aus k, so ist r(g) eine nxn-Matrix, deren
Eintrage regulare Funktionen von g € G sind. Die Koordinaten des Matrizen-Produkts



gev :=1(g)(v)
schreiben, so gilt fur g’,g” €EGund v € V:
g e(g’*v) =1(g")(r(g”)(V))
= (r(g")°r(g"))(vV)

=1(g’*g”)(v) (r ist Gruppen-Homomorphismus)
= (g? .g”).v
und
Y =r(e)(v)
=1Id(v) (r ist Gruppen-Homomorphismus)

=V.
Mit anderen Worten, durch (1) bekommt V die Struktur einer G-Varietat. Wir sagen ist
dieser Situation auch, V ist durch (1) ein G-Modul.®

Die Operation (1) induziert eine Operation

a: G X P(V) — P(V), (g, [V]) b [r(g)(V)] (2)

von G auf dem durch V definierten projektiven Raum (vgl. 1.7.2, Aufgabe 2): sind
namlich v’, v’ € V proportionale Vektoren, sagen wir

v’ = cev’ mit ¢ € k*
so gilt dasselbe fur deren Bilder bei r(g) (weil r(g) € GL(v) eine lineare Abbildung ist),
1(g)(v”) = cor(g)(V').

Mit anderen Worten, wenn v’ und v’ denselben Punkt im projektiven Raum definieren,
so gilt dasselbel auch fur r(g)(v’) und r(g)(v”):
[V ]=[v"T= [1((V)] = [r(2) (V)]
d.h. (2) ist korrekt definiert. Wir schreiben auch hier
ge[v] = [r(@)(W)]) = [g-V].
Mit (1) ist auch (2) eine Operation der Gruppe G auf der Menge P(V): fur g’,g” € G
und [v] € P(V) gilt:
ge@lvh  =I[g (™)l
=[(g7+g7)v]
=(g’+g")e[v]
und
es[v] = [eV]

= [v].
Durch (2) bekommt der projektive Raum P(V) die Struktur einer G-Varietat.

Beweis. Es reicht zu zeigen, fur jeden Punkt von G x P(V), sagen wir
(g0 Vo) € G X P(V),
gibt es affine offene Umgebungen
UCG U CPV),U CPWV)

von g, [v.] bzw. [gOVO] mit

0]

1(@)(v) =1(g)ev EK"

sind homogene lineare Funktionen in den Eintragen der Matrix r(g) und den Koordinaten von v, also
reguldare Funktionen auf GXxV.

8 Man kann die Operation (1) von G auf V linear fortsetzen zu einer Operation des Gruppen-Rings von
G auf V. Dadurch wird V ein Modul iiber diesem Gruppen-Ring.



a(UxUu) C U

derart, daB} fur g € U und [v] € U’ die Koordinaten des Vektors [gev] beziglich

irgendeines affinen Koordinatensystems reguldre Funktionen auf UxU’ sind.
Nach den 1.7.2, Aufgabe 2, wird P(V) uiberdeckt durch offene Teilmengen der Gestalt

Uy :={IxIEPV) ¢(x) # 0},
wobei ¢ die Elemente des dualen Raums V* durchlauft. Dabei kann man U ( mit der
Hyperebene
HZ:={er|é(x)= 1}
identifizieren vermittels
HZ: Upx b [xl.

Der Koordinatenring des affinen Raums H (= U ( besteht gerade aus den Polynomen

von
TN
mit einer Basis €, € 1""’én—1 von V. Wir konnen insbesondere ¢ so wihlen, da} gilt
Seie.,e ,.,.e € e s zur Basis €, € ,....0 € V*, Wir konne die e.
071 n 1 n-1 1

als die Standard-Einheitsvektoren des mit dem k™ identifizierten Raums V ansehen. Die
l, 51,...,Zn_1 sind dann gerade die zugehorigen Koordinaten Funktionen, fur die wir

deshalb auch die Bezeichnungen
Xg = l, X = Zl""’ X = Zn
verwenden. Wie wir bereits gesehen haben, ist r(g)(v) ein n-Tupel, dessen Koordinaten

regulare Funktionen von (g,v) € GxV sind und homogene lineare Funktionen in den
Koordinaten Xi(V) von

XO(V)
V=
Xn— 1 (V)
Weil XO = auf U Y von 0 verschieden ist, ist damit
Damit ist
xO(V) XO(V)
1 1
—— *1(2) =1 (= - P
XoV) x () XotV) x )
1
X, (V)/x, (V)
|

X1 (V)/XO(V)
ein Vektor, dessen Koordinaten reguldre Funktionen von
(g,v) €EGXD(¢) mit D({) = {x EV 1 {(x) # 0}



sind. Tatsachlich hangt dieser Vektor nur von Quotienten Xi/XO ab und ist damit

wohldefiniert als Funktion von U ¢ Sein Koordinaten sind lineare Polynome in den

Quotienten Xi/X wobei die Koeffizienten regulare Funktionen auf G sind (d.h.

0 9
Elemente von k[G]). Die Koordinaten sind also Elemente von

k[G][xO/xo, Xl/x0 )
=Kk[G] ®kk[U é]

=k[GxU Z]

"Xn—l/XO] = k[G]®kk[XO/XO , XI/XO . Xn—l/XO]

Wir haben gezeigt, die Operation von G bildet auf GxU ¢ mU ( und induziert einen
Morphismus

Wir konnen also U’ =U” =U ¢ setzen.

QED.

2.3.3 Lemma: Die Struktur der Orbits

Seien G eine algebraische Gruppe und X ein G-Varietat. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

(i) Furjedes x € X ist das Orbit Gex eine offene Teilmenge seiner Abschlieung.

(1)  Es gibt abgeschlossene Orbits.
Beweis. Zu (i). Die Zusammensetzung

G — GX{x} & GxX — X, g b (£.X) b> g*X,
ist ein Morphismus dessen Bild gerade das Orbit Gex ist. Nach 1.9.5 gibt es eine offene

Teilmenge U von Gex, welche ganz in Gex liegt. Wegen
2°Gex C Gex

gilt goU C Gex fur jedes g € g also
UgEG g*U C Gex.

Weil G transitiv auf Gex operiert, ist sogar
UgEG geU = Gex.

Im U ist aber auch die Vereinigung links eine offene Teilmenge von Gex.
Zu (ii). Wegen (i) ist fur jedes x € G die Menge

Gex - Gex (1)

abgeschlossen in X. Weil je zwei Orbits identisch oder disjunkt sind, ist diese Differenz
eine Vereinigung von Orbits.
Als Varietit ist X ein noetherscher Raum (vgl. 1.6.2, Aufgabe 1). In der Familie der
abgeschlossenen Teilmengen der Gestalt (1) gibt es somit ein minimales Element (vgl.
Bemerkung 1.1.5 (i)). Sei (1) ein solches. Wire dieses minimale Element nicht leer, so
konnte man es weiter verkleinern, indem man x durch ein Element aus dieser Differenz
ersetzt, was der Wahl von (1) widerspricht. Es gilt also

Gex - Gex =0,

d.h.

Gex = Gex
QED.
Bemerkungen



(1)  Auf Grund des Lemmas ist jedes Orbit Gex eine lokal abgeschlossene Teilmenge
von X (d.h. der Durchschnitt einer offenen Teilmenge von X mit einer
abgeschlossenen).

(i)  Die Orbits haben damit die Struktur einer algebraischen Varietit (vgl. 1.6.10 (4)).

(iii) Die Einschrankung der Operation G X X — X von G auf X auf die Orbits
definiert einen Morphismen
G x Gex — Gex

von algebraischen Varietiten und gleichzeitig transitive Operationen auf den
Orbits. Die Orbits werden so zu homogenen Raumen.

2.3.4 Aufgaben

Aufgabe 1
Sei G eine abgeschlossene Untergruppe von GLn' Dann hat A" die Struktur eines G-
Raums. Bestimmen Sie die Orbits von G = GLn’ Dn’ SLn (vgl. 2.1.4, Beispiele 3 und

4B)e'weis. Die Abbildung

GxA" — A" (g, x) b gx,
ist ein Morphismus algebraischer Varietaten, denn die Eintrage der Produkt-Matrix gex
sind Polynome der Eintrage der nxn-Matrix g und der Koordinaten des Vektors x.

Damit hat A" die Struktur eines G-Raum.
Die Orbits im Fall G = GLn' Es gibt zwei verschiedene Orbits, namlich

G+0 = {0} und Gsx = A" - {0}

(mit x € A" - {0} beliebig). Wir haben zu zeigen, daB das Gleichheitszeichen rechts
tatsachlich gilt. Dazu reicht es zuzeigen, fur jeden Vektor x € A" - {0}, gibt es eine

umkehrbare Matrix g € G mit

X =gee,.
1
Dabei soll € der erste Standard-Einheitsvektor sein. Wegen x # 0 gibt es eine Basis

des k", sagen wir

KM =Kkev, +...kev mitv, = x.
1 n 1

Dann gibt es eine lineare Abbildung, welche den i-ten Standart-Einheitsvektor in Vi

abbildet,

Ace. =v..
i1
Weil bei dieser Abbildung eine Basis in eine Basis uberfuhrt wird, ist die Abbildung ein

Isomorphismus. Die Matrix A ist umkehrbar, d.h.
AE GLn ,

und es gilt x = Vi = A-el, d.h. g = A € G ist das gesuchte Element von G.

n
Die Orbits im Fall G = Dn' Seien N = % (ril) = 2" und {gi}i—l
i=1 o

Vektoren des k™ deren Koordinaten samlich gleich 0 oder gleich 1 sind. Dann sind die
Orbits

N die Menge der



Dn-gi ,1=1,..., N,

paarweise verschiedenen, und jedes Orbit von Dn im k™ kommt unter ihnen vor.

Das liegt daran, daf§ die Matrizen von Dn die Gestalt
A= dlag(kl,..., )\n)
haben mit ki € k-{0}. Die Multiplikation eines Vektors x mit A multipliziert die i-te

Koordinate von x mit Xi , d.h. die i-te Koordinate von Aex ist genau dann gleich O,

wenn dies auch fur die i-te Koordinate von x gilt. Die Orbits Dn-gi sind paarweise

verschieden, weil in ihnen Vektoren liegen, deren Koordinaten an unterschiedlichen
Stellen gleich O sind.

Durch geeignete Wahl von A € Dn kann man erreichen, daf an allen Stellen von Aex

die Koordinate 1 steht, dann denen x eine von O verschiedene Koordinate hat. Damit
gibt es ein 1 mit
Aex = g

also mit x = A'1

Das Orbit

g e Ge g Es gibt also auBer den angegebenen Orbits keine weiteren.

Geg

i
besteht aus allen Vektoren des k™, die an denselben Stellen die Koordinate O haben wie
g..

i
Die Orbits im Fall G = SLn'

Wir haben zwei Falle zu unterscheiden.
ImFalln=1

gilt SLn = {e}, d.h. jedes Orbit besteht aus genau einem Element. Die Orbits von SLn

sind die einelementigen Teilmengen von k™.
Im Fall n > 1 hat SLn dieselben Orbits wie GLn:

Wir haben zu zeigen:

Jeder von 0 verschiedene Vektor des k™ liegt im selben Orbit wie e

1. Schritt. e, und cee, liegen fur jedes ¢ € k-{0} im selben Orbit.

1 1
. c 0y . . -
Mit A = (0 l/c) giltdet A=1,also A € SLn' Auferdem ist A-e1 =cee,. Damit liegen e
und cee, tatsdchlich im selben Orbit.

2. Schritt. x € k™ - {0} liegt im selben Orbit wie e

Zumindest gibt es ein A € GLn mit

X=A°e1

(siehe oben). Sei ¢ = Il\/det(A) ein Element von k, dessen n-te Potenz gleich det(A) ist.
Ein solches existiert, weil k algebraisch abgeschlossen ist. Dann gilt



det(% *A)= 1—n «det(A) =1,
c

d.h.
LaesL.
c n
Nach Wahl von A gilt aulerdem
1
x= (A,

d.h. x und cee, liegen im selben Orbit. Nach dem ersten Schritt liegen aber auch cey

1
und € im selben Orbit, d.h. x und € ebenfalls im selben Orbit.
QED.
Aufgabe 2

Es gibt eine Operation von G = GL2 auf der projektiven Geraden pl (vgl. 2.3.2,

Aufgabe 3), durch welche Pl 7u einem homogenen G-Raum wird. Beschreiben Sie die
Isotropie-Gruppe eines Punktes.

Bei der diagonalen Operation von G auf PIxP! treten zwei Orbits auf.

Beweis. Fur jedes v ex? gibt es eine Matrix A € GL2 mit

V= A-e1
(siehe Aufgabe 1). Fur die durch GL, auf P(kz) = P! induzierte Operaton gilt damit

(vgl. Beispiel 3 von 2.3.2)

2

Acle,]=[Are,]1=[V]

Damit liegen [v] und [el] im selben Orbit. Dann liegen aber auch [v’] und [v”’] im

selben Orbit fur je zwei v, v’ € K2 - {0}.
Zum zweiten Teil der Aufgabe:
Zwei Orbits

Ge([v 1, [v,]) und Ge([w 1, [w ]
bezuglich der diagonalen Operation der
GL, x PPl — PPl ¢, (0. p,) b (eep . 2D,

sind genau dann gleich wenn eine der beide folgenden Bedingungen erfullt sind.

1. Vi Vs sind linear unabhangig und Wi Wy sind linear unabhangig.
2. Vi Yy sind linear abhéngig und Wi Wy sind linear abhéngig.

Den Beweis unterteilen wir in drei Schritte.

1. Schritt: Aus Bedinung 1 folgt die Gleichheit der Orbits.

Beide Vektorpaare bilden eine Basis des k2. Es gibt einen Automorphismus
Isomorphismu

f: k2 —s k2 mit f(v)) = w. fiiri=12.
Fur Matrix A von f gilt
A-Vi = A-wi furi=1,3und A € GL2.

Damit ist aber
A1 [vy) = ((AV, ] [Av ) = ([, 1. [, ).



d.h. ([Vl], [V2]) und ([Wl]’ [WZ]) liegen im selben Orbit.

2. Schritt: Aus Bedinung 2 folgt die Gleichheit der Orbits.
Auf Grund des ersten Teils des Beweises gibt es eine Matrix A € GL, mit Aev, = w .

Deshalb gilt ? : 1
A'([Vl], [V2]) = A'([Vl], [Vl]) (die v, sind proportional)
= ([A*v 1. [A*V,])
= (Iw 1, w, D)
= ([Wl], [W2]) (die W, sind proportional)
d.h. ([Vl], [V2]) und ([wl], [w2]) liegen im selben Orbit.

3. Schritt: Seien ([vl], [Vz]) und ([Wl], [Wz]) aus selben Orbit. Dann sind die \A
genau dann linear unabhangig, wenn die w. es sind.
Nach Voraussetzung gibt es ein umkehrbare Matrix A mit
(TAV 1, [A*V, D) = ([w ], [W,).
Es folgt
A-Vi =CwW, mit ¢ ek - {0}.
Bezeichne (u, v) die Matrix mit den Spalten u und v. Wir erhalten

= L] _1. L] L]
det (w1 ,W2) —(c1 02) det(c1 w w

126" W)

= L] - 1 L] L] L]
= (c1 02) det (A Vi A V2)
= L] - 1 L] L]
= (c1 02) det (A) det(vl, V2).
Damit gilt
det (w1 , W2) #Z 0 & det (V1 , V2) #Z 0
QED.
Aufgabe 3
Verallgemeinern Sie das Ergebnis von Aufgabe 2 auf den Fall der Operation von
G :=GL
n
auf dem P11,

Die Verallgemeinerung.
Wir setzen
G:= GLn

X := PM) = ™1

X2 = XxX
Weiter sei

GxV—V,(g[VD) » [vegl
die Operation von 2.3.2 Beispiel 2.

Dann gelten die folgenden Aussagen.
1. Die diagonale Operation

GxX—X,(g[VD) » [gV],
ist transitiv.



1.  Die diagonale Operation
G x X% — X2, (g, [v |1, [V, D) b (lgev . g+,
ist nicht transitiv.

Beweis. Zu Aussage 1. Die Argumentation ist dieselbe wie bei Aufgabe 2. Fur jedes v

€k gibt es eine Matrix A € GL2 mit

V=A-e1

(siehe Aufgabe 1). Fur die durch GLn auf P(k") = P ! induzierte Operaton gilt damit
(Beispiel 3 von 2.3.2)
Acle,1=[Are,]1=[V]

Damit liegen [v] und [el] im selben Orbit. Dann liegen aber auch [v’] und [v”] im

selben Orbit fur je zwei v, v’ € k™ - {0}.
Zu Aussage 2. Die Argumentation ist dieselbe wie bei Aufgabe 2.
QED.

2.3.5 Vereinbarungen und Bezeichnungen

Von jetzt an seien G eine lineare algebraische Gruppe und X ein affiner G-Raum mit der
Operation

a: GxX — X.
Wir haben dann
k[GxX] = k[G]®kk[X]
und a ist durch einen k-Algebra-Homomorphismus
a*: k[X] — k[G] ®kk[X]
gegeben (vgl. Bemerkung 1.4.7(vi)).
Furg e G, x € X, f € k[X] setzen wir

(@)(E)(x) = f(g %),

Dann ist

s(g): k[X] — k[X]
ein Isomorphismus von k-Algebren und damit eine umkehrbare k-lineare Abbildung des
im allgemeinen unendlich-dimensionalen k-Vektorraums k[X] und definiert so einen
Homomorphismus abstrakter Gruppen

s:G — GL(k[X]).
Aus dem nachfolgenden Ergebnis folgt, daf sich die zugehorige Darstellung

aus rationalen Darstellungen von G zusammensetzt (vgl. 2.3.9, Aufgabe 1).
Bemerkung

(i) Die durch s definierte Abbildung

G x k[X] — k[X], (g, D) = s(2)(®,
ist tatsachlich eine Operation der Gruppe G auf der Menge k[X], d.h. es gilt

s(e)=1Id und
s(g’)es(g”) =s(g’-g”) furg’,g” €G.

(i) G operiert auf k[X] durch k-lineare Automorphismen, d.h. es gilt



s(g)(C’of” + 7<) = c’es(g)(f") + c”+s(g)() fur g&QG, ¢’,c”ek, .’ ek([X].

Beweis. Zu (i). Nach Definition von s(g) ist
(@)X = (g 1x). (1)

Ist g = e des Einselement der Gruppe, so folgt s(e)(f)(x) = f(x), also s(e)(f) ={, also
s(e) = Id.

Damit besteht die erste Identitat. Zum Beweis der zweiten setzen wir in (1) fur f die

Funktion s(g’)(f) ein und erhalten

S(2)(s(2)(H)X) = (s(2)(D)(g %)

= (s(2)(O)() mitx’ := g lex
=f(g""x") (nach (1))
= f(g"1 g'lox) (nach Definition von x”)

= f((g+g) %)
= (s(g-g"NMH)(x) (nach (1)).
Da dies fur jedes x € X gilt, folgt
(s(g)es(g))(f) =s(gg")(®).
Da dies fur jedes f € k[X] gilt, erhalten wir
s(g)os(g’)  =s(g-g’).

Zu (ii). Aus (1) mit f = ¢’«f” + ¢”«f” erhalten wir
(@) + ¢+ F)(x) = ('f +¢™+f)(g %)
= c’-f’(g'lx) + C7ef” (g'lx)
= c’es(@)(f)(x) + cs(2)(f7)(x)
=(c’es(g)(f") + c”+s(2)(f))(x)
Das dies fur jedes x € X gilt, folgt
(s(@)( e’ +c7of7)(x) = c"s(2)(f") + c7s(2)(f")
QED.

2.3.6 Lokale Endlichkeit der Operation von G auf k[X]

A. Die lokale Endlidchkeit
Seien G ein lineare algebraische Gruppe, X eine affine G-Varietat und

VvV C k[X]
ein endlich-dimensionaler k-linearer Unterraum.
(i)  Es gibt einen endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum W C k[X]
Ve w,
welcher stabil ist unter allen Automorphismen
s(2): k[X] — k[X]mitge G
Dabei sei s die in 2.3.5. definierte Abbildung
s:G — GLKk[X])
mit
(@)O)X) = (g 1x)
fur g€G, x € X und f € k[X]



(ii) Die folgenden beiden Bedingungen an den endlicnh-dimensionalen linearen
Unterraum V C k[X] sind dquivalent.

1. s(g)(V) C V fir jedes g € G.

2. a*(V) C k[G]®kV

Sind diese Bedingungen erfullt, so ist die Abbildung
Sy G—GL(V), g s(g)lV ,

wohldefiniert und eine rationale Darstellung von G in V (vgl. 2.3.2 Beispiel 3).

(iii) Seien auBerdem G eine F-Gruppe, X eine F-Varietit, V ein uiber F definierter k-

linearer Unterraum von k[X] (vgl. 1.3.7, F-Strukturen) und

aaGxX—X

ein uber F definierter Morphismus. Dann kann man in (i) fur W einen uber F

definierten k-linearen Unterraum von k[X] wahlen.
Beweis. Zu (i). Als endlich-dimensionaler Raum ist V die Summe von endlich vielen
eindimensionalen linearen Unterraumen. Es reicht, fur jeden dieser Summanden ein W
zu konstruieren und dann die Summe der gefundenen endlich vielen W zu nehmen. Wir
konnena also annehmen,

V =kef mit f # 0

(im Fall f = 0 konnen wir W =V setzen). Sei

n
fea=a*({f)= > ui®fi mit u € k[G] und fi € k[X].

=1
Dann gilt
@) =gl x)
= fa(g™! x))
a -1
=(Tu®f)E", %)
i=1
n 1
= 3 u(@E 0
i=1
d.h.
n 1
s(g)(®) = 3 ul(g )t
i=1

Alle Funktionen s(g)(f) liegen im endlich-dimensionalen linearen Unterraum W’ von
k[X], welcher von den endlich vielen fi erzeugt wird. Der von den (moglicherweise

unendlich vielen)

s(2)() mit g €G
erzeugte k-Vektorraum
W= ¥ kes(g)f
geG

liegt ganz in W’ und ist damit auch endlich-dimensioinal. Wegen

s(e)()(x) = f(x)
liegt f in W, d.h. es ist

V=kfCW.
Fur g’ € G gilt



s(g)(W) =s(g)( ¥ kes(g))
geCG

= Y kes(g’)(s(g)f) (nach Bemerkung 2.3.5(ii))
geG

= ¥ ke (s(g’+g)f) (nach Bemerkung 2.3.5(i))
geCG

= ¥ kes(g)) (G ist eine Gruppe)
geG
=W
Damit ist W stabil unten den Automorphismen s(g’) mit g’EG.

Zu (ii). 1. Schritt. 2 = 1.
Nehmen wir also an, es gilt

a*(V) C k[G]®V.
Fur jedes f € V gilt dann

n
og = a* = i
fea = a*(f) E;li@fi mit u € k[G] und fi e V.
und die Rechnung am Anfang des Beweises von (i) zeigt, fur jedes g € G ist
n
(@)D = 3 u@ht ey,
i=1
also
s(@(V) C V.

2. Schritt. 1 = 2.

Sei
{fl""’fr} eine k-Vektorraumbasis von V.

Wir erganzen diese Basis zu einer k-Vektorraumbasis von k[X], sagen wir

{fl""’fr} U {gj}j el ist eine k-Vektorraumbasis von V.
Diese Basis definiert dann eine Zerlegung von k[X] in eine direkte Summe
kX]=V® ¥ k-gj
jEJ
Fur f € V schreiben wir
r
a*(f) = S u.®f + ¥ v.®g. mitu,, v. € k[G].
2 i %] i
= j€J
Die Rechnung am Anfang im Beweis von (i) zeigt
r
@M = T+ Ivie g

=1 .
1€
Weil s(g)(f) nach Voraussetzung 1 im direkten Summanden V von k[X] liegt, folgt



Vj(g‘l) =0 fur jedes j € J und jedes g € G,
d.h. die Funktionen Vj € k[G] sind Null. Es folgt

r
k —

a*(f) = Elui@fi .
Weil die fi eine Basis von V bilden und die u in k[G] liegen, folgt

a*(f) € k[G]®kV.
Da dies fur jedes f € V gilt, ist Bedingung 2 erfullt.
3. Schritt. Die Abbildung

Sy G—GL(V),g» s(g)lV ,

ist wohldefiniert und eine rationale Darstellung von G in V (d.h. ein
Homomorphismus algebraischer Gruppen - vgl. 2.3.2, Beispiel 3) falls

a*(V) C k[G]®kV gilt.
Sei eine Basis des k-Vektorraums V gegeben, sagen wir
S
V= _E h-fi (C k[XD
=1
Wegen a*(V) C k[G]®kV gibt es mij € k[G] mit

S
ES — T o1 —
a (fi) =3 moci®foc furi=1,..., s,

a=1
also
(s@EN) = (e
= (fea)( g™, %)
= a*(f)(g™, %)
. 1
= Sm_ (g
a=1
also

S
- -1,
s@)= Fm .(g )1,
a=1
Bezuglich der Basis der fi von V hat damit die Abbildung

s(g)lV :V—YV

die Matrix (mij(g'l)). Wegen mijEk[G] sind die Eintrige der Matrix regulare
Funktionen auf G. Deshalb ist die Abbildung
Sy G— Endk(V) (= MS = AS)

ein Morphismus von affinen Varietéten.

Nach den Bemerkungen 2.3.5 (i) und (ii) besteht das Bild von 5y aus umkehrbaren k-

linearen Abbildungen, so da} wir s, als Morphismus

\Y%



Sy G — GL(V)
ansehen konnen. Auf Grund derselben Bemerkungen ist dann Sy ein Gruppen-
Homomorphismus, d.h. ein Homomorphismus algebraischer Gruppen (ein rationale

Darstellung).

Zu (iii). Unter den angegebenen Bedingungen lassen sich die Kontruktionen im Beweis
des ersten Schritt mit F anstelle von k und den entsprechenden F-Vektorraumen und F-
Algebren (d.h. den zugehorigen F-Strukturen) wiederholen. Tensoriert man dieses
Konstruktionen mit k uber F, so erhidlt man die alten Konstruktionen des ersten
Schritts, und damit die Behauptung.

QED.

B Der Fall von Links- und Rechtstranslationen

Betrachten wir die Spezialfille, in denen die lineare algebraische Gruppe G durch
Linkstranslationen oder Rechtstranslationen auf sich selbst operiert (vgl. Beispiel 2 von
2.3.2),

*

A: G x kK[G] —> k[G], (x, D) f(g lex) = L1,

und
%

p: G x k[G] — K[G], (x, ) i f(xg) = Rg_l(f)-

Die Abbildungen A und p sind Darstellungen der abstrakten Gruppe G in GL(k[G])
und sogar in der Gruppe der k-Algebra-Automorphismen des Koordinatenrings k[G].
Ist

=i k[G] —> K[G], f 1 f(x” 1)

der Automorphismus von k[G], welcher durch den Ubergang zum Inversen induziert
wird (der Antipode), so gilt

p= tohor L, (1)
Beide Darstellungen sind treu, d.h. ihr Kern ist trivial, d.h.
%k %k
Ker(G—>Autk k[G], g » Lg_l) ={e} = Ker(G—>Autk k[G], g » Rg_l)
Beweis.

Zur Identitét (1). Es gilt
R (x) = xeg h=(@x 1= i(Lg(x'ln = (L #i)(x)

also
R =joL of
g g
also
3k
P =R _j
g
= (i°L _1°i)>‘<
g
%k
=i%o _joi*
= oAl
Weil i selbstinvers ist und f i * ein Funktor, ist auch u selbstinvers, d.h. es gilt
P = tohor ],

*

Der Kern von A ist trivial. Mit Lg'l = Id gilt f(g'lx) = f(x) fur jedes x € G und jedes

€ k[X]. Dann ist aber (weil die Koordinatenfunktionen in X liegen) auch



Iy = x fur jedes x € G,

1

o
also insbesondere fur x =e. Es gilt also g~ =e, also g=e.
%

Der Kern von p ist trivial. Mit Rg_1 = Id gilt f(xg) = f(x) fur jedes x € G und jedes f €

k[X]. Dann ist aber (weil die Koordinatenfunktionen in X liegen) auch
xg = x fur jedes x € G,

also insbesondere fur x = e. Es gilt also g =e.
QED.

2.3.7 Einbettung einer linearen algebraischen Gruppe in eine GLn

Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Dann gelten folgende Aussagen.
(1)  Es gibt eine naturliche Zahl n und ein Isomorphismus von G mit einer
abgeschlossenen Untergruppe von GLn'

(i) Ist G eine F-Gruppe, so kann man den Isomorphismus von (i) so wéhlen, daf} er
uber F definiert ist.
Beweis. Zu (i).

1. Schrtt. Konstruktion eines Homomorphismus ¢ affiner algebraischer Gruppen.
Wir betrachten die Operation von G auf sich selbst durch Rechtstranslationen,

a=R:GxG—G,(g,X) » xg'1 = Rg(x).
Als affine k-Algebra ist k[G] endlich erzeugt. Nach 2.3.6 (i) liegen je endlich viele
Erzeuger in einen G-stabilen endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum von k[G].

Eine Basis dieses Unterraums ist ebenfalls ein Erzeugendensystem der k-Algebra k[G].
Damit hat k[G] die Gestalt

k[G] = k[fl""’ fn],
wobeli die fi die Basis eines k-linearen Unteraums

V =kef +..4+kef ,dim, V=n,
1 n k

von k[G] bilden mit
s(2)(V) C V fur jedes g € G.

Nach 2.3.6 (ii) gilt a*(V) C k[G]®kV, also

n
p(g)fi(X) = fi(xg) = _2

J mji(g)@)fj(x) mit mij € k[G].

1
also

n
pf. = jglmji(g)-fj- (H
Weil die f. linear unabhédngig sind, sind die Funktionen m.. als Funktionen G—k

durch diese Relation eindeutig bestimmt. Nach Bemerkung 2.3.5 (i) g(e) = Id und (1)
bekommt fur diesen Fall die Gestalt

n
=2

m..(e)ef..
J Jl( ) i

1
Deshalb gilt

mij(e) = 6ij furi,j=1,...,n. (2)



Weil die mij in k[G] liegen, ist die Abbildung

2
) _ AN
¢:G—M =A", g M)y -
ein Morphismus affiner algebraischer Varietaten.

Nach Bemerkung 2.3.5 (i), angewandt auf die Operation
%

p: G x k[G] — K[G], (x, f) b f(xg) = Rg-l(f)-
durch Rechtstranslationen (vgl. zweiter Teil von 2.3.6), gilt
p(g’=g”) = p(g’)° p(g") fur beliebige g’, g” € G.

Es folgt
plgrgnt.  =pe)(peMt)
n
=pE)( I m .(gM)f ) (nach (1))
a=1

n

= ¥m . (@)p@)f,)  (p(g’) ist linear nach Bem. 2.3.5(ii))
oc—l

Emm (g7)( 21 m, . (&)f)  (nach (1))

o=1

2 ( 2 m; o (&) my; @)1
Fl g !
=1
Wir vergleich mit (1) fur g = g’+g” und erhalten
n

mji(g )= > mja(g ).moci (g”) furi,j=1,....,n

o=1
also
n
mij(g )= > mia(g ).mocj (g”) furi,j=1,....,n
o=1
also

m (gg") ... my (g’+g”)

(i)(g’og”)
m . (g+g”) ... m_ (g*g")
mll(g’) mln(g’) mll(g”) mln(g”)

m (g)...m (g)]| m, (). m (g
d(g’)d(g”) (Matrizen-Multiplikation)
Speziell fur g” = g"1 erhalten wir

o0 =9
Wegen (2) steht rechts die Einheitsmatirx, die Matrizen der Gestalt ¢(g) sind
umkehrbar. Wir konnen ¢ als Morphismus affiner algebraischer Varietaten

1,....n



auffassen, und - wie wir gerade gesehen haben - ¢ auch ein Homomorphismus von
Gruppen.

2. Schritt. ¢ ist injektiv.
Fur g € Ker(¢), d.h. ¢(g) ist die Einheitsmatrix, gilt mij(g) = 6ij fur alle 1 und j, also

nach (1)
n

n

= 3o 3)
il

=fi

furi=1,..., n. Welil p(g): k[G] — k[G] ein k-Algebra-Homomorphismus ist (nach
2.3.5) und
k[G] = k[fl""’ fn]

als k-Algebra von den fi erzeugt wird, ist p(g) mit (3) die identische Abbildung von
k[G],

p(g) = Id firr g€ Ker(9),
d.h. es gilt f(xg) = f(x) fur jedes f € k[G] und jedes x € G. Dies ist insbesondere fur x
= e der Fall, d.h. f(g) = f(e) fur jedes f € k[G]. Weil k[G] insbesondere die

Koordinatenfunktionen enthilt, folgt g = e. Der Kern von ¢ ist trivial, und ¢ ist injektiv.
3. Schritt. Beweis der Behauptung.
Wir verwenden die Bezeichnungen von 2.1.4, Beispiel 3. Der durch

¢:G— GLrl
induzierte k-Algbra-Homomorphismus der Koordinatenringe
o*: k[Tij , det(Tij) l1,j=1,..., n] — k[G]
ist gegeben durch
* = op = Ir 1.1 =
(0] (Tij) = Tij ¢ mij furi,j =1,..., nund

q)*(det(Tij)) = det (q)*(Tij)) = det (mij)'
Insbesondere liegen die mij im Bild von ¢*,

mij € Im(¢p*).

Aus (1) erhalten wir

n
fxg) =p@f(x)= 3

mji(g)-fj(x) fur beliebige g,x € G
J

1
also speziell fur x =e:

n
fig)= 3 mj (@)

J
d.h.

n
fi = jzlrnji(g)-fj(e).



Welil die mij im Bild von ¢* liegen, gilt dasselbe auch fur die Erzeuger fi von k[G], d.h.
¢*: kK[GL ] —» K[G]

ist surjektiv. Nach 2.2.5 (i1) ist ¢(G) eine abgeschlossene Untergruppe von GLn' Thr

Koordinatenring ist isomorph zu
k[¢p(G)] = Kk[GL_1/Ker(¢¥)
= k[G]. (¢* ist surjektiv)

Aus der Isomorphie der Koordinanten-Ringe folgt die der zugrundeliegenden
algebraischen Varietiten (vgl. Bemerkung 1.4.7 (vi)), d.h.

¢: G — ¢(G)
ist ein Isomorphismus von G mit der abgeschlossenen Untergruppe ¢(G) von GLn'
Zu (i1). Weil G eine F-Gruppe ist, d.h.
k[G] = k®FF[G],
kann man als Erzeuger fi der k-Algebra k[G], wie sie am Anfang des Beweises von (i)
konstruierten wurden, Elemente der F-Struktur
F[G] C k[G] = k[fl""’fn]
wahlen (nach 2.3.6 (iii)). Wir erhalten

F[f .,fn] C F[G] “)

=
und mit

V_:=Fef +.. + F-fn und V =k f

P 1 +.. + k-fn = k®FVF

1
gilt

s(g)(V) C V fur jedes g € G,
und wie im Beweis von (i) ergibt sich fur die Operaton a von G auf sich selbst durch
Rechtstranslationen
a*(V) C k[G]®kV.
Nach Wahl der fi wird aus der Inklusin (4) nach Anwenden des Funktors k®F ein

Isomorphismus. Deshalb ist (4) selbst schon ein Isomorphismus’, d.h. es gilt
F[f,,...f ] = F[G].
1 n
Weil VF C F[G]V den Unterraum V iiber k erzeugt, ist V definiert iber F (vgl.

zweiter Teil von 1.3.7) also eine F[G](V eine F-Struktur von V (vgl. Bemerkung (iii)
des zweiten Teils von 1.3.7), d.h.

V= k®FVF C k®F(F[G]ﬂV) =V.
Es gilt das Gleichheitszeichen, und damit
VF =F[G]( V.

° Fir den Kokern C der natiirlichen Einbettung F[fl,...,f ] & F[G] in der Kategorie der k-Vektorraume
n
gilt C®Fk = 0. Also muB C selbst schon Null sein.



Weil G eine F-Gruppe ist, ist die Operation a von G auf sich selbst durch
Rechtstranslationen tiber F definiert. Deshalb gilt auf Grund der Definition der F-
Struktur eines Produkts von F-Varietaten in 1.5.5, Aufgabe 3:

a*(V ) C (k[G]® V) () FIGI® F[G]
Wir wihlen eine F- Vektorraumba51s von V, sagen wir
V=73 F-oc1 ,
i€l
und ergédnzen diese zu einer F-Vektorraumbasis von F[G], sagen wir
FIG] = F-oci mit I C J.
€]
Die oci®ocj mit i, j € J bilden dann eine F-Vektorraum Basis von
FIGI®FIG] ( C k[Gl®, k[GD),
welche gleichzeitig eine k-Vektorraumbasis von k[G] ®kk[G] ist. Es gilt

k[G]®kV =3y 3 k-(ocj®oai)
ieljel
F[G]®FF[G] =y > Fo(ocj®ai)
QNS
also
(k[G®V)ﬂFG]® F[ =3 EF(OL®O()— G]®V.
ieljel
Es gilt also

a*(VF) - F[G]®kVF'

Dieselben Betrachtungen wie im Beweis von (i) mit F[G] anstelle von k[G] und VF

anstelle von V liefern die Aussage der Behauptung von (iii).
QED.

2.3.8 Lemma: abgeschlossene Untergruppen und Stabilitat gegeniiber
deren Idealen.
Seien G eine lineare algebraische Gruppe, H C G eine abgeschlossene Untergruppe
und

I(H) € k[G]

das Ideal der abgeschlossenen Teilmenge H im Koordinatenring k[G]. Wie im zweiten
Teil von 2.3.6 bezeichnen wir mit

rp:G— Autk(k[G])
die Darstellungen von G durch Linkstranslationen A(g) bzw. Rechtstranslationen p(g)
auf k[G]. Dann gilt
H={geGIMg)IH)=IH) } ={gE Gl p(g)IH) =1H) },

d.h. H besteht gerade aus denjenigen Elementen g € G, fur welche die Linkstranslation
(bzw. Rechtstranslation) mit g das Ideal I(H) in sich uiberfuhren.



Beweis.
QED.

2.3.9 Aufgaben

Aufgabe 1

Seien G eine lineare algebraische Gruppe und X eine affine G-Varietat. Bezeichne
a: GxX — X, (g, X) b g°X,

die Operation von G auf X,

a*: k[X] — k[G] ®kk[X]

der auf den Koordinatenringen durch a induzierte k-Algebra-Homomorphismus und
s:G— Autk k[X], g » s(g),

wie in 2.3.5 die zugehorige Darstellung der abstrakten Gruppe G in k[X] mit

(s(@)())(x) = f(g'l’x) fur g € G und f € k[X].

Dann gibt es eine aufsteigende Folge
Vidicio,..
von endlich-dimensionalen k-linearen Unterraumen Vi von k[ X] mit folgenden

Eigenschaften.
(i) Jedes Vi ist stabil unter der s(G)-Operation, und s definiert eine rationale

Darstellung von G in Vi'

(i) k[X]= Ui‘fl V.

Beweis. Zu (i). Weil k[X] als affine k-Algebra endlich erzeugt ist, gibt es eine
abzahlbare k-Vektorraum-Basis von k[X] (die zum Beispiel aus gewissen
Potenzprodukten eines endlichen Erzeugendensystems der k-Algebra k[X] besteht),
sagen wir
o)
k[X]= 3 kev..
=
Nach 2.3.6.A (i) gibt es fur i = 1,2,3, ... einen endlich-dimensionalen k-linearen
Unterraum Vi von k[X] mit (V0 :=0und)

i
jglk-vj + Vi-l C Vi und s(g)(Vi) C Vi fur jedes g € G.
Nach Konstruktion ist die Folge der Vi aufsteigend.

Wegen s(g)(Vi) C Vi fur jedes g € G ist

sVi: G—GL(V). g » sl Vi’

nach 2.3.6 A (ii) eine rationale Darstellung.

Zu (ii). Nach Wahl der Vj und der Raume Vi gilt

1
0= UZ, 3

00]
; k.Vj C Ui=1 Vi C kX1,

1
also



k[X] = Ui°=°1 V.

QED.

Aufgabe 2

Seien G eine lineare algebraische Gruppe und X eine affine G-Varietat. Dann gibt es
einen Isomorphismus

o: X Svyoan
mit einer abgeschlossenen Teilvarietit eines A™ und eine rationale Darstellung
rG— GLn
mit
h(gx) = 1(2)*¢(x)

fur beliebige g € G und x € X.

Hinweis: man passe den Beweis von 2.3.7 (i) an die vorliegende Situation an.
Beweis. Wir betrachten die Operation von G auf sich selbst durch Rechtstranslationen,

aGxX—G, (g Xx) P gxX.
von G auf X. Als affine k-Algebra ist k[X] endlich erzeugt. Nach 2.3.6 (i) liegen je
endlich viele Erzeuger in einen G-stabilen endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum
von k[X]. Eine Basis dieses Unterraums ist ebenfalls ein Erzeugendensystem der k-
Algebra k[X]. Damit hat k[X] die Gestalt

k[X] = k[fl’”" fn],
wobeli die fi die Basis eines k-linearen Unteraums

V =kef +..+ kofn , dim

1 V =n,

k
von k[X] bilden mit

s(2)(V) C V fur jedes g €G.

Weil die fi die k-Algebra k[X] erzeugen, ist der Morphismus algebraischer Varietiten
f,(P)
X —khpe [ o ],
£
nach 1.3.1 Bemerkung (iii) injektiv und hat als Bild eine algebraische Varietit
Y = ¢(X).
Wir konnen also 1 als (bijektiven) Morphismus

X—Y
betrachten. Auf Grund des ersten Teils des Beweises von 1.3.1 (iii) ist die Umkehrung
von  ebenfalls ein Morphismus, d.h. v ist ein Isomorphismus.

Nach 2.3.6 (ii) gilt a*(V) C k[G]®kV, also



1 n
@R =t 0 =""3

J mij(g)®fj(x) mit mij € k[G].

1
also

n
@t = 3 my(e)-f. (D

=1
Weil die f. linear unabhédngig sind, sind die Funktionen m.. als Funktionen G—k

durch diese Relation eindeutig bestimmt. Nach Bemerkung 2.3.5 (i) gilt g(e) = Id und
(1) bekommt fur diesen Fall die Gestalt

n
f;= §

m..(e)ef..
J 1J( ) i

1
Deshalb gilt

mij(e) = 6ij furi,j=1,...,n. (2)
Welil die mij in k[G] liegen, ist die Abbildung

2
. —_ AN -1
r: G—)MH—A N (mlj(g ))i,j:1,...,n’

ein Morphismus affiner algebraischer Varietaten.
Nach Bemerkung 2.3.5 (i) gilt

s(g’+g”) = s(g’)es(g”) fur beliebige g’, g” € G.

Es folgt
s@egf, = s@)sE)
n
=s@)( 3 m (g)f ) (nach (1))
a=1

n
=3 mia(g”)-s(g’)(fa) (s(g’) ist linear nach Bem. 2.3.5(ii))
o=1

n n
= Im (") Elmo‘j(g )£ )(nach (1))
(le .]_
n n
= 3 (3 m@)m e
.] G,:l
Wir vergleichen mit (1) fur g = g’»g” und erhalten
n
rnij(g g)= 3 m (8 )-maj(g )furij=1,.n
a=1
also
m  (gg”)... m (gg")
r((g’-g”)'l) =
m (gg?)... m (g7g")

19 Mit m, (g) ist auch m.,(g_l) eine regulére Funktion auf G (weil G — G, g > g_l ein
1 1)

Morphismus affiner Varietaten ist).



m () ... m (g”) m (g) ... m (g)
m ,(g7)... m_ (g7) m (g)... m (g)

=r(g” ! )er(g’ ) (Matrizen-Multiplikation)

also

r(g”-l.gS-l) — r(g,’-l).r(g7-l)
also

r(g’.g9’) - r(g’).r(g”)
Speziell fur g” = g"1 erhalten wir

rg)re ) =re)

Wegen (2) steht rechts die Einheitsmatirx, die Matrizen der Gestalt r(g) sind umkehrbar.
Wir konnen r als Morphismus affiner algebraischer Varietiten
. -1
nG—GL .gm (mij(g ))ijzl,...,n’
auffassen, und - wie wir gerade gesehen haben - ist r auch ein Homomorphismus von
Gruppen, Zusammen also eine rationale Darstellung.

Weiter gilt nach (1)
n
t@ 0= 3 m.(2)f.00,
=1 y J
also
a 1
f(gx)= 3 m.(g )f.(x). 3)
i=1 y J
Weiter gilt fur g € Gund x € X
£, (%)
o(gx) = . (nach Definition von ¢)
f (8%

m o @h.om @D £
= o ... (nach (3))
m o @h.m @) \'m®

=1(g)*d(x). (nach Definition von r und ¢)
QED.

2.4 Jordan-Zerlegung

2.4.1 Halbeinfache, nilpotente und unipotente Endomorphismen
Wir beginnen damit, an einige Ergebnisse der linearen Algebra zu erinnern. Sei

ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Ein linearer Endomorphismus

aV—sYV

von V heil3t halbeinfach, wenn V eine Basis besitzt, welche aus Eigenvektoren von a
besteht. Der Endomorphismus heif3t nilpotent, wenn eine Potenz identisch 0 auf V ist,

as=0



fur eine naturliche Zahl s, und er heiflt unipotent, wenn a - 1 nilpotent ist. Die Algebra
der k-linearen Endomorphismen von V wird mit
End(V) = Endk(V)

bezeichnet.
Bemerkungen
(i) Die Matrix eines linearen Endomorphismus bezuiglich einer Basis aus
Eigenvektoren besitzt Diagonalgestalt.
(1)  Ist die Charakteristik p des Grundkorpers positiv,
Char(k) =p >0,

so sind fur einen k-linearen Endomorphismus a: V— V die beiden folgenden

Bedingungen aquivalent.
(a) a ist unipotent.

S
(b) Es gibt eine naturliche Zahl s mit aP =1.

(iii) Die Einheitengruppe der k-Algebra End(V) ist gerade GL(V). Durch die Wahl
einer Basis e o€ des k-Vektorraums V kann man End(V) mit der Algebra

1
M
n
der nxn-Matrizen mit Eintragen aus k identifizieren und GL(V) mit GLn.
Beweis von (ii). (a) = (b). Nach Voraussetzung gibt es eine natuirliche Zahl s mt
(a-1)° = 0.

t
Wir wihlen eine naturliche Zahl t mit s < pt und multiplizieren mit (a-1)P ~S. Wir
erhalten

t
(a-1)P =0.
Weil die Charakteristik von k gleich p > 0 ist, gilt

p . .
@DP= 3 (DPIE)al =" aP -1
i=0
also

t t
0=(a-1P =aP -1,
also

t
aP =1.
t
(b) = (a). Aus aP =1 folgt

t t
0=aP -1=@1P,
d.h. a-1 ist nilpotent, also a unipotent.
QED.

2.4.2 Lemma: Mengen von kommutierenden Matrizen

Sei S C Mn eine Menge von Matrizen, von denen je zwei miteinander kommutieren.

Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1) Esgibteinx € GLn mit der Eigenschaft, daf3 xSx™1 aus oberen Dreiecksmatrizen
besteht.

(i)  Sind alle Matrizen von S halbeinfach, dann gibt es ein x € GLn derart, daf xSx'1

aus Diagonal-Matrizen besteht.

" Dies gilt auch im Fall der geraden Primzahl p = 2, denn in der Charakteristik 2 gilt -1 = +1.



Beweis. Der Beweis der Aussage vereinfacht sich, wenn man sie in einer koordinaten-
invarianten Weise formuliert:

Seien V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und S C End(V) eine Menge von

Endomorpismen, von denen je zwei mitander kommutieren.
Dann gelten die folgenden Aussagen.
(i)  Es gibt eine vollstandige'* Fahne von k-linearen Unterraumen,

O=VOCV1C...CVH=V,
welche stabil sind gegenuiber allen Endomorphismen aus S,
a(Vi) C Vi fur alle i und alle a € S.

(11”) Sind alle Endomorphismen von S halbeinfach, so gibt eine Zerlegung von V in
eine direkte Summe von eindimensionalen k-linearen Unterraumen

V= VV1 .. Wr
welche S-stabil sind,
a(Wi) C Wi fur alle i und alle a € S.

Zeigen wir zunichst, dal die Behauptung aus den beiden Aussagen (i’) und (ii’) folgt'’.
(1’) = (1). Wir setzen V = k™ und identifizieren die Matrizen A € S mit den zugehorigen
linearen Endomorphismen

V—V,Xxp A
Wir betrachten die nach (i’) existierende Fahne und wihlen eine mit der Fahne
vertragliche Basis VeV, VOn V, d.h.

V.=kev +..4kev. furi=0, ..., n.
1 1 1

Sei x der Automorphismus von V, welcher die Basis der Vi in die Standard-

Einheitsbasis des k™ iiberfuhrt,
X(Vi) =e,.

Fur A € S gilt dann A-Vi C Vi , also

A-Vi C kev +...+k-Vi

1
Also
(x-A’x'l)-ei = x-A-Vi C x-(k-v1+...+kovi) =kee

1

1+...+k-ei.

Da dies fur jedes i gilt, hat die Matrix xsA*x " obere Dreiecksgestalt.

(ii’) = (ii). Wir setzen wieder V = k™ und identifizieren die Matrizen A € S mit den
zugehorigen linearen Endomorphismen

V—V.,Xpb A

'2 Es lassen sich keine weiteren Raume in die Fahne einfiigen, ohne daB diese aufhort echt aufsteigend
zu sein, d.h. die Dimension benachbarter Raume unterscheidet sich um 1, d.h. dimk V. =i fur alle i.
i

'3 Wir beschrinken uns darauf zu zeigen, daB die Implikationen (i’) = (i) und (ii’) = (ii) bestehen. Es
gilt aber sogar (i’) < (i) und (ii’) & (ii).



Wir betrachten die nach (ii’) existierende Zerlegung von V in eine direkte Summe und
wihlen eine mit dieser Zerlegung vertragliche Basis VsV, Von V, sagen wir

Wi = k-vi furi=1,..., n.

Weiter sei x der Automorphismus von V, welcher die Basis der vi in die Standard-

Einheitsbasis des k™ uberfuhrt,
X(Vi) =e..

Fur A € S gilt A(k-vi) C k-Vi , also A(Vi) =c.v, mit ¢, € k. Damit ist

-1 fd ° [ fd ° ° ] .
(x*Asx )ei_XAVi_X(Ci Vi) c.ee.,

d.h. die Matrix A ist eine Diagonalmatrix.
Beweis von (i’) und (ii’). Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach
n:=dim V.

Induktionsanfang: n = 1.
Beide Aussagen sind trivial, denn

{0y CVv

ist eine vollstindige Fahne aus S-stabilen Unterraumen und jeder lineare

Endomorphismus von V multipliziert die Vektoren von V mit einem festen ¢ € k, d.h.
V - {0}

besteht aus Eigenvektoren.

Induktionsschritt. n > 1.

Falls S aus Vielfachen der identischen Abbildung von V besteht, sind alle linearen

Unterraume S-stabil. Man kann dann eine beliebige vollstaindige Fahne von V bzw. eine

beliebige direkte Zerlegung in 1-dimensionale lineare Unterraume wéhlen. Die Fahne

genugt dann den Bedingungen von (i’) und die direkten Summanden der Zerlegung

denen von (ii’).

Wir konnen deshalb annehmen, ein A € S ist kein Vielfaches der identischen

Abbildung. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, besitzt A einen Eigenvektor, sagen
wir

Aev =cevmitc EKk.
Sei W C V der Eigenraum zum Eigenwert ¢ von A,
W={vE VIAev=cev}=Ker(A-cel).
Dann gilt
0 C W C V (echte Inklusionen)."

Fur jedes B € S und jedes w € W gilt dann (weil A und B kommutieren)

A(Bw) =B(Aw) = B(cew) = c*Bw,
d.h. Bw ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert c, es gilt B(w) € W. Da dies fur
jedes w € W gilt, folgt

B(W) C W fur jedes BE S,

d.h. W st S-stabil. Insbesondere induzieren die Abbildungen von S lineare
Endomorphismen auf dem Faktorraum

V= V/W.
Wir bezeichnen die Menge der auf V induzierten Endomorphismen mit S

' Die linke Inklusion ist echt wegen v € W, die rechte ist es, weil W kein Vielfaches der identischen
Abbildung von V ist.



Nach Konstruktion gilt

dim W <dim V und dim V < dim V.
Nach Induktionsvoraussetzung gibt es in der Situation von (i’) vollstandige Fahnen von

W bzw. V von Unterraumen die S-stabil bzw. S-stabil sind. Bezeichne
p:V— v
die naturliche Abbildung auf den Faktorraum. Wir setzen die vollstandige Fahne von W

mit den Urbildern bei p der Fahnen-Raume von V zusammen und erhalten eine
vollstandige Fahne von V aus S-stabilen Unterraumen, d.h. es gilt (i’).

In der Situation von (ii”) konnen wir V in eine direkte Summe von Eigenrdumen von A
zerlegen, sagen wir

V= W1 @...@Wt
mit
Wi( # () Eigenraum von A zum Eigenwert , e k.
Wie wir gerade gesehen haben, gilt dann
B(Wi) C Wi fur jedes B € S und jedes i.
Die Anzahl der Wi ist > 1 (weil A kein Vielfaches der identischen Abbildung ist).

Deshalb gilt
dim Wi <dimVfuri=1, .. t.

Nach Induktionsvoraussetzung ist jedes Wi direkte Summe von 1-dimensionalen S-
stabilen Unterraumen. Dann gilt dasselbe aber auch fur die direkte Summe V der Wi'
QED.

2.4.3 Lemma: Operationen mit halbeinfachen, nilpotenten und
unipotenten Endomorphismen

Seien V und W endlich-dimensionale k-Vektorraume. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

(i) Seien a, b: V— V zwei kommutierende k-lineare Endomorphismen,

acb = bea.
Sind a und b halbeinfach (bzw. nilpotent bzw. unipotent), so gilt dasselben auch
fur
acb: V— V.

(i) Seiena: V— Vund b: W — W zwei k-lineare Endomorphismen.
Sind a und b halbeinfach (bzw. nilpotent bzw. unipotent), so gilt dasselbe auch
fur
a®b: VOW — VOW und a®b: VOW — VROW.
(iii) Seien a: V — V und b: W — W zwei k-lineare Endomorphismen.
Sind a unb b halbeinfach (bzw. nilpotent), so gilt dasselbe auch fur
a®1 + 1®b: VW — VOW.

Beweis. Zu (i) Wir wiahlen eine Basis von V und identifizieren a und b mit den
Matrizen zu dieser Basis.
1. Fall: a und b sind halbeinfach.

Nach 2.4.2 (i1) gibt es eine Matrix x fur welche xax 1 und xbx"! Diagonalgestalt haben.
Das Produk von Diagonal-Matrizen ist eine Diagonal-Matrix. Insbesondere ist

xax Lexbx”] 1
eine Diagonal-Matrix, d.h. ab ist halbeinfach.

= xabx~



2. Fall: a und b sind nilpotent.
Nach Voraussetzung gilt
am=0=>b"
Weil a und b kommutieren, folgt
(ab)™ = aMep™ = 0-b™ = 0.
3. Fall: a und b unipotent.
Nach Voraussetzung gibt es natuirliche Zahlen m und n mit
(a-1)M =0 und (b-DH = 0.
Es gilt
a(b-1)+ (a-1)=ab-a+a-1=ab-1.
Weil a und b kommutieren, folgt
(ab- D™ = (a(b-1) + (a-1) )™
m+n . . .
= 3 ("Teale(b-1ie(a- 1M
0

Es reicht zu zeigen, jeder Summand unter dem Summenzeichen ist 0. Dazu reicht es zu
zeigen, dal} fur jedes i einer der Faktoren gleich O ist.

Furi = nist (b-1)' = 0. Fur i < n, d.h. m+n-i > m+n-n = m ist (a—l)m_"n'i =0.

Zu (i1). 1. Fall: a und b sind halbeinfach.
Nach Voraussetzung konnen wir Basen

V,,...,v €Vundw,,.., w €W
1 m 1 n
von V bzw. W so wihlen, daf} gilt
a(v.)=c.ev. mitc. Ekund a(w.) =d..w. mitd. E k.
i i i ] 7] ]
Die Vektoren
(Vl,O), e (Vm,O), (O’Wl)’ s (O,wn) € VW
bilden eine Basis von V@OW mit
@@b)(v, , 0) = (a(v,), b(0)) = (c;*v., 0) = c.+(v,,0)
(a®b)(0, Wj) = (a(O),b(Wj)) = (O,dj°Wj) =d.~(0, Wj)
Die (Vi, 0) und (O, Wj) bilden eine Eigenbasis, d.h. a®b ist halbeinfach.
Weiter bilden die Vi®wj eine Basis von V®W, und es gilt
(a®b)(vi®wj) = a(Vi)®b(Wj) = (civi)®(dj-wj) = Cidj(vi®wj)
d.h. die Vi®wj bilden eine Eigenbasis, d.h. a®b ist halbeinfach.

2. Fall: a und b nilpotent.
Fur jede natirliche Zahl n gilt

@a@b=a"®b"
Nach Voraussetzung konnen wir n so groB wihlen, da a" und b" gleich 0 werden,

dann ist aber (a®b) " = 0.
Weiter gilt

(a®b)! = a"®@b",

d.h. es ist auch (a®b)™ = 0 fur groBe n.
3. Fall: a und b unipotent.

Firx€Vundy €W gilt
@@1 - 1®1) (xy) = (ax), y) - (x,y) = (a(x)-x, 0) = (a-1H)D0 (x,y),

(a®@1-1®d1) = (a-1)®0

also



@®1- 1®1)% = (a-1) 260

@®1- 1®H" = (a-1)"®0
Mit a ist also auch a®@1 unipotent. Analog sieht man, dafl auch 1®b unipotent ist.
Weiter gilt
@@DA®b (xy))  =@DI)(x, b(y))
= (a(x), b(y))
= (1®b)(a(x), y)
= (1®b)((a® 1)(x,y)).
Die unipotenten Abbildungen a®1 und 1®b kommutieren. Nach (i) ist auch die
Zusammensetzung

a®b = (a®1)°(1®b)

unipotent.

Betrachten wir das Tensorprodukt von a und b. Fur x € V und yeEW gilt
(a®1 - I®)H(x®y) = a(x)®y - x®y = (a-1)®1 (x®y),

also
(a®1- 1®1) = (a-1)®1

also fur jede naturliche Zahl n auch
(@a®1- 1@ = (a-1)'®1

Die rechte Seite wird O fur grof3e n, d.h.

a®1 ist unipotent.
Analog ergibt sich, daf auch

1®Db unipotent

ist. Die beiden Abbildung kommutieren. Nach (i) ist auch die Zusammensetzung
(a®1)°(1®b) = a®b

unipotent.

Zu (iii). 1. Fall: a und b halbeinfach.

Nach Voraussetzung konnen wir Basen

V,,...,v &€Vundw,, .., w €W
1 m 1 n

von V bzw. W so wihlen, daf} gilt
a(v.)=c.ov. mitc. Ekund a(w.) =d.»w. mitd. Ek.
IS U i ] 7] ]

Die Tensorprodukte Vi®Wj bilden eine Basis von V®W, und es gilt
(a®1 + 1®b)(vi®wj) = a(Vi)®Wj + Vi®b(wj)
=(c.+d.)s v.®w.,
Ly 1 ]
d.h. die Vi®wj bilden eine Eigenbasis fur a®1 + 1®b, d.h.

a®1 + 1®b
ist halbeinfach.
2. Fall: a und b nilpotent.
Fur jede naturliche Zahl n gilt
(@a®D)" = a"®1 und (1®b)! = 1@,
Mit a und b sind auch a®1 und 1®b nilpotent. Wir konnen n grofl wahlen, dall
(@®1D)" =0 und (1®b)* =0
gilt. Weil a®1 und 1®b kommutieren, folgt

2n . .
@®1 + 1®b)*" = ¥ (zin)(a®1)1°(1®b)2n'1
i=0



2n 2 . .
=3 () @enaen™
i=0
Es reicht zu zeigen, jeder Summand unter dem Summenzeichen rechts ist Null.
Firi = nist a'®1 =0®1 gleich Null. Fur i <n ist 2n-i > 2n-n = n, also
1®b2M = 1®0 =0
QED.

2.4.4 Proposition: die additive Jordan-Zerlegung

Seien V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und a € End(V). Dann gelten die
folgenden Aussagen.

(1)  Es gibt eindeutig bestimmte Endomorphismen a.a € End(V) mit folgenden

Eigenschaften.
1. a ist halbeinfach und a ist nilpotent.

2.a= a +a (additive Jordan-Zerlegung von a).

3.aca =a °ca.
S n n s

(i) Es gibt (von a abhédngige) Polynome P, Q € k[x] in einer Unbestimmten x ohne
Absolutglied mit
a = P(a) und a = Q(a)

fur jedes x € End(V).

(iii) Sei W C V eine a-stabiler k-linearer Unterraum von V. Dann ist W auch stabil
unter aSund a und

aIW = aSIW + anlW

ist die additve Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W.
Seien E, Esund En die durch a, aszw. an induzierten k-linearen Abbildungen auf

dem Faktorraum V = V/W. Dann ist

a=a +a
S n
die additive Jordan-Zerlegung von a.

(iv) Seien ¢: V — W eine k-lineare Abbildung von endlich-dimensionalen k-
Vektorraumen und b € End(W) mit
¢ea = be¢.

Dann gilt auch
q)oas = bS°¢ und ¢°an = bnoq).
Bemerkungen

(i)  Wir nennen aS und a den halbeinfachen (bzw. nilpotenten) Teil von a € End(V).
(i) Weil a und a kommutieren, gibt es eine Vektorraumbasis von V, bezuglich der
die Matrizen a und a obere Dreiecksmatrizen sind (vgl. 2.4.2 (i)). Weil a

nilpotent ist, muissen dann alle Eintrage auf der Hauptdiagonalen der Matrix von
a gleich Null sein, d.h. die Matrizen a und a haben dieselben Eintrage auf der

Hauptdiagonalen. Insbesondere gilt
det(a) = det(aS) und det(an) =0.



Beweis von 2.4.4. Zu (i) und (ii) (mit Ausnahme der Eindeutigkeitsaussage). Seien
r n:
— _xeq) — _ 1
Xa(x) :=det (1 - x+a) i]__[1()( Ki)
das charakteristische Polynom von a und dessen Zerlegung in ein Produkt von
paarweise teilerfremden linearen Faktoren und

V=V.®..®V
i r

die Hauptraumzerlegung von V, wobei
n.
Vi :=Ker (a- ki-l) !

den Hauptraum zum Eigenwert Ki bezeichne. Die Vi sind von O verschiedene a-stabile

n'
lineare Unterraume von V. Weil die Polynome (x - ki) ! teilerfremd sind, gibt es nach

dem Chinesischen Restesatz ein Polynom
P(x) € k[Xx]
mit
n.
P(x) = A mod (x - 1) Yfari=1,..,rund P(x) = 0 mod x. (1)

Man beachte, die letzte Kongruenz ist eine Folger der vorangehenden, wenn eines der

n
ki gleich O ist. Andernfalls x ein weiteres zu allen anderen Polynomen (x - ki) !

teilerfremdes Polynom. Wir setzen
a = P(a).

1. Schritt. a hat dieselben Eigenwerte wie a.

Sei A = Xi ein Eigenwert von a und W(A) der zugehorige Eigenraum von a. Dann gilt
=P(a)l
= P(al

3wy W)

W
=PO1y,)

PO 1y,
=POL)- 1,

= )\iol (wegen (1) gilt P(ki) = Xi )

\
Die Vektoren von W-{0} sind also auch Eigenvektoren von a und A = ki ist Eigenwert

vona_.

Sei umgekehrt A ein Eigenwert von a und W(A) der zugehorige Eigenraum von a.

Wegen a_= P(a) kommutieren a und a miteinander. Fur w € W(A) gilt deshalb
as(a(w)) = a(aS(w)) = a(Asw) = Aea(w).

Damit ist a(w) ein Eigenvektor von a_ zum Eigenwert A, d.h. a(w) € W(A). Weil dies

fur jedes w € W(A) der Fall ist, gilt a(W(A)) & W(A). Der Raum W(A) ist a-stabil.
Weil k algebraisch abgeschlossen ist besitzt a einen Eigenvektor in W(A), d.h. es gibt
ein w € W(A) - {0} mit a(w) = uew fur ein u€k, d.h. 0 # w € Ker(u-1 - a), also



det (uel -a)=0,
alsou = )\i fur ein i. Damit gilt
aS(w) = P(a)(w) (Definition von as
= P()\i)'w (wegen a(w) = pew und p = Xi)
= ki-w (wegen (1) gilt P()\i) = ki ).
Nun liegt w € W(A) - {0} im Eigenraum W(A) von a_ zum Eigenwert A, d.h. es gilt A
= 7\1. Wir haben gezeigt jeder Eigenwert von a ist ein Eigenwert von a.

2. Schritt. Die Einschrankung von a auf Vi ist gerade die skalare Multiplikation mit )\i
(furi=1, ..., r).
Nach (1) gibt es ein Polynom Pi(X) € k[x] mit

n.
P(x) = +P.(x)* (x- 1) L
Wir setzen a fur x und gehen zur Einschrankung auf Vi' Der zweite Summand wird
dabei gleich Null. Deshalb gilt

aSIVi = P(a)lVi = Xi-lvi.
3. Schritt. Es gelten (i) und (ii) mit eventueller Ausnahme der Eindeutigkeitsaussage.
Wir setzen

Q) :=x-P(x)

an=Q(x)=a—P(a)=a—aS

und

Dann gilt (ii) (man beachte wegen (1) ist das Absolutglied von P(x) gleich Null - und
damit auch das von Q).

Nach dem zweiten Schritt ist Vi der Eigenraum von a_ zum Eigenwert ki. Weil V die
direkte Summe der Vi ist, besitzt V eine Basis aus Eigenvektoren von aS, d.h.
a ist halbeinfach.

Nach Definition von Vi ist die Jordansche Normalform von alV eine obere
i

Dreiecksmatrix, deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen alle gleich ki sind, d.h.

al,, -1, =(a-a)l, =al
V. "1 V. ( s)V. nV.
i i i i
ist nilpotent. Weil dies fur jedes 1 der Fall ist, ist auch
a nilpotent.
Nach Definition von a gilt
a=a +a_.
s n
Als Polynome in a kommutieren a = P(a) und a = Q(a) mit einander,
aca =a oa.
s n n s
Zur Eindeutigkeitsaussage von (i).

Sei eine weitere additive Jordan-Zerlegung
a= bS + bn




von a gegeben, d.h. bS soll halbeinfach und bn nilpotent sein, und die beiden
Endomorphismen von V sollen miteinander kommutieren,
b ob =b °b .
S n n s
Wir haben zu zeigen,
b =a undb =a .
S S n n
Well bS und bn miteinander kommutieren, kommutieren sie auch mit a:
asb =(b +b )b
S s n s

—b>+b +b
n s

S
=b§+b-b
S n
:bs~(bs+bn)
=b ea
S
und
asb =(b +b )b
n s n n

2
=bb +by

2
= bn-bS +b,

= bn- (bS + bn)
=b ea.
n
Damit kommutieren bS und bn auch mit aS und an:
bsoas = bS-P(a)
= P(a)-bS
=a b
S S
bs-an = bS-Q(a)
= Q)b
=a b
n s
bn-as = bn-P(a)
= P(a)-bn
=a b
S n
b ea = bn~Q(a)

n n

=Q(a)*b

n
=a *b
n n ‘
Wegen ata =a= bs+bn gilt
a-b =b -a.
S S n n



Weil aS und bS kommutieren ist auch aS - bS halbeinfach. Weil bn und an kommutieren,
ist auch bn -a nilpotent. Damit der halbeinfache Endomorphismus a - bS nilpotent.

Alle Eigenwerte miissen gleich O sein. Es folgt

a-b =0

s s
also auch

b -a =0,

n n
d.h. es ist

b =b undb =a .
S S n n

Zu (iii). 1 .Schritt. x (x) =%, (X)*x—=(x).

a alw a
Wir betrachten das kommutative Diagramm von k-linearean Abbildungen mit exakten
Zeilen.

0— W — V i> VW —0
lalw la l_a

0— W — V _p) VIW —0
Wir wihlen eine Basis von W, sagen wir,

Wl,..., wr eWw
und erganzen diese zu einer Basis von V,

Wl,..., wr , Vl""’Vs e V.

Weil die W, im Kern der naturlichen Abbildung p: V — V/W auf den Faktorraum
liegen, bilden die

vi = p(Vi) ,1=1,....8,
ein Erzeugendensystem von V. Wegen

dmV/W=dimV-dmW=r+s-r=s,
bilden sie sogar eine Basis von V/W. Betrachten wir die Matrizen der Abbildungen a,

aIW und a bezuglich der eingefuhrten Basen. Weil W a-stabil ist gilt

r
a(wi) =3 CiOL.WOL mit Cia ek@d=1,..,r
o=1
Die Matrix M(alw) beziiglich der W ist damit gleich

M(alw) =

Weiter ist
r S
a(v.) = d. -w + e.,v, mitc. ,e., €k (j=1,...,8
(J) 21 a o leJB p jo’ Tjp 0 )
o= =

Fur die Matrix M(a) von a bezuiglich der Basis der W, und Vj erhalten wir so



M) = 1 S Yp1

\ 0...0 €1 g )
Im linken oberen Block befindet sich gerade die Matrix M(aIW). Wir brauchen noch

eine geeignete Interpretation des rechten unteren Blocks. Dazu wenden wir die
natiirlichen Abbildung p: V. — V/W auf die a(Vj) an. Weil die W € W im Kern von p

liegen, erhalten wir

a(Vj) = a(p(Vj)) = p(a(vj))

S
=p( S eigev)
B=1
S
= Y e p(vy)
[3=1JB P
s _
= 298"
p=1

Die Matrix der eij ist somit gerade die Matrix von a bezuglich der Basis der v

|3 .

Zusammen erhalten wir
M(al . ) (d..)

Ma) = Y|
0 Ma)

Damit erhalten wir fur das charakteristischen Polynom von a,
xel - M(alw) (dij)

0 xe1 - M(a)
= det (x+1 - M(alyy)) * det (x-1 - M(a))

%,(x) =det (x+1 - M(a)) = det (

= XaIW(X)°XE (x).
2. Schritt. Die aS— und an—Stabilit'at von W.
Nach Voraussetzung und W a-stabil. Wegen a_ = P(a) und a = Q(a) nach (ii) die W
auch as-stabil und an-stabil.
3. Schritt. Die Jordan-Zerlegung von aIW.
Nach dem ersten Schritt ist das charakteristische Polynom von aIW ein Teiler des

charateristischen Polynoms von a. Aus der Definition des Polynoms P durch die



Bedingungen (1) lesen wir ab, dal wir zur Berrechnung von (aIW)S aus aIW dasselbe

Polynom P benutzen konnen wie fur die Berrechnung von a_aus a. Damit ist
(aIW)S = P(aIW) = P(a)IW = (as)IW

und

(aIW)n = aIW - (aIW)S = aIW - (as)lW = (a—aS)IW = (an)IW

4. Schritt. Die Jordan-Zerlegung von a.

Nach dem ersten Schritt ist das charakteristische Polynom von a ein Teiler des
charateristischen Polynoms von a. Aus der Definition des Polynoms P durch die

Bedingungen (1) lesen wir ab, dal wir zur Berrechnung von Es aus a dasselbe

Polynom P benutzen konnen wie fur die Berrechnung von a_aus a. Damit ist
(a)S =P(a)=P(a) = as

Dabei sei Zs die durch a auf V/W induzierte Abbildung. Weiter gilt

2) =a-a=aa =1
()1’1 S S n

Dabei soll En die durch a auf V/W induzierte Abbildung bezeichnen.
Zu (iv). Wir betrachten das Diagramm von k-linearen Abbildungen

1
V — VoW

la . la@b

1
V — VoW

i = (1d9 ¢) V — V@W, X b (X9 ¢(X))
Es ist kommutativ, denn fur x € V gilt
(a®b)(i(x)) = (a®b)(x, ¢(x)) (nach Definition von 1)
= (a(x), b($p(x))) (nach Definition von a®b)
= (a(x), ¢p(a(x))) (nach Voraussetzung gilt ¢ea = beog)
=1i(a(x)) (nach Definition von 1).
Nach Definition ist i injektiv. Deshalb konnen wir V mit seinem Bild bei i identifizieren
und bezuglich 1 als linearen Unterraum von VW betrachten. Die Kommutativitit des

Vierecks bedeutet dann, dieser Unterraum ist stabil bezuglich a®b und die
Einschrankung von a®b ist gerade a.

Betrachten wir die additive Jordan-Zerlegung von a®b:

a®b = (aGDb)S + (a@b)n. (2)
Nach (iii) ist

a= (a@b)slV + (a@-)b)nlV 3)

die Jordan-Zerlegung von a.
1. Schritt. Die Summanden auf der rechten Seite von (2) haben die Gestalt

(a®b) =a @b und (a®b) =a @b
s s s n n n
Es gilt:
aS(-DbS ist halbeinfach und an®bn ist nilpotent.



(nach 2.4.3 (ii)) und
a®b=a ®b +a @b
STs n n

denn furx € Vund y € W ist
(as@bS + an@bn)(x,y) = (as@)bs)(x,y) + (an@bn)(x,y)
= (a (), b () + (@ ()b _(¥)
= (@ (x) +a_(x),b (y) +b_(y)

= (a(x), b(y))
= (a®b)(x,y).
Nach 2.4.4 (i) reicht es zu zeigen, daf} as@bS und an@bn kommutieren. Das ist aber

der Fall, denn furx €E Vund y € W gilt
((a @b )o(a ®b )(xy) = (a Bb)(a (X)b_(¥))
= (@ (a (0),b (b ()
= (an(aS (%)), bn(bS(y)) (aS und an bzw. bS und bn kommutieren)
=(a ®b )@ (x),b (y))

= ((a ®b )o(a ®b))(x.y).
2. Schritt. Beweis der Behauptung.
Weil (3) die Jordan-Zerlegung von a ist, gilt fur x € V

Fur jedes x € V gilt
as(x) = (a@b)SIV(x) (weil (3) die Jordan-Zerlegung von a ist)
= (a@b)s(i(x)) (wir identifizieren V mit seinem Bild bei 1)

= (as(-Dbs)(x, @(x))  (Definition von 1)
= @ ()b (6(x)))

Dabei haben wir as(x) mit seinem Bild bei i identifiziert, d.h. genauer bedeutet diese
Identitat,
i(as(x)) = (as(x),bs((b(x))) fur jedes x €'V,
d.h.
(a (%), d(a () = (@ (x).b_(@(x))).
Insbesondere ist also
q)(as(x)) = bS(q)(X)) fur jedes x €'V,
d.h.
¢°as = bsoq).

Damit besteht die erste behauptete Identidt. Die analgoge Rechnung mit a anstelle von

a fuhrt zur zweiten: fur jedes x € V gilt
an(x) = (a@b)nlv(x) (weil (3) die Jordan-Zerlegung von a ist)
= (a@b)n(i(x)) (wir identifizieren V mit seinem Bild bei 1)

= (an@bn)(x, @(x))  (Definition von 1)



= (@ ().b_(@(0)

Dabei haben wir an(x) mit seinem Bild bei i identifiziert, d.h. genauer bedeutet diese
Identitat,

i(an(x)) = (an(x),bn(q)(x))) fur jedes x €'V,
d.h.

(a (0, dla_(0) = (@ _(x).b_@(x))).
Insbesondere ist also

q)(an(x)) = bn(q)(x)) fur jedes x €'V,
d.h.

q)oan = bnoq).
QED.

2.4.5 Folgerung: die multiplikative Jordan-Zerlegung

Seien V ein endlich-dimensionaler k-Vektorraum und a € GL(V). Dann gelten die
folgenden Aussagen.
(1) Es gibt genau ein Paar (aS , au) von Elementen aus GL(V) mit folgenden

Eigenschaften.
1. a ist halbeinfach und a ist unipotent.

2. a= aca =a *a. (multiplikative Jordan-Zerlegung)

(i) Sei W C V eine a-stabiler k-linearer Unterraum von V. Dann ist W auch stabil
unter a und a und
S u
alW = aSIW . aulW
ist die multiplikative Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W.

Seien E, Esund Eu die durch a, asbzw. au induzierten k-linearen Abbildungen auf

dem Faktorraum V = V/W. Dann ist

a=a +a
die multiplikative Jordan-Zerlegung von a.
Bemerkung

Wir nennen a und a den halbeinfachen (bzw. unipotenten) Teil von a € GL(V).
Beweis. Zu (i). Sei

a=a +a
die additive Jordan-Zerlegung. Weil a urflkeh?bar ist, ist auch a umkehrbar (vgl.
Bemerkung 2.4.4 (ii)). Wir konnen deshalb auf der rechten Seite aS als Faktor
ausklammern:
a=aca mita =1+ aglan.

Weil a und a kommutieren, gilt dasselbe auch fur a

und a :
n

=a, *a

-1
Q°*a —ac*a ©a =a_c*acca &a-ca .
S n n s n S n s s S S n



.1 . . . -1 .
Weil a;~ und a kommutieren ist mit a auch ag a =a - 1 nilpotent. Zusammen

erhalten wir:
a ist halbeinfach und a ist unipotent.

. -1 -1 . . .
Weil neben ag und an auch as und ag miteinander kommutieren, gilt dasselbe auch fur
-1
aunda =1+a_a_:
S n S n
a und a kommutierern.
Bis auf die Eindeutigkeitsaussage ist damit (i) bewiesen. Sei jetzt neben
a=a -a
s u
eine weitere Produktzerlegung
a=a «a’
s u
mit a’S halbeinfach und a’u unipotent gegeben, wobei a’S und a’u kommutieren. Dann

kommutieren auch a’s und a’u—l. Auferdem ist a’u—l nilpotent. Deshalb ist
a—aS (1+au 1)—as+aS (au 1)
die additive Jordan-Zerlegung. Durch Vergleich mit der additiven Jordan-Zerlegung
a=ae+*(l+a -1)=a +a-(a-1)
S u s s u
sehen wir (auf Grund von deren Eindeutigkeit), es gilt
a’ =a unda’ «(a’ -1)=a <(a -1).
s s s u s u
Weil a umkehrbar ist, folgt a’S = a und a’u = a d.h. es gilt auch die

Eindeutigkeitsaussagen von (i).
Zu (ii). Ist
a=a -a
s u
die multiplikative Jordan-Zerlegung von a, so ist - wie wir gerade gesehen haben -
a=as+aS-(au—1) (D)

die additive Jordan-Zerlegung von a. Nach 2.4.4 (iii)) ist jeder a-stabile lineare
Unterraum W C V sowohl aS—stabil als auch aS’(au—l)—stabil - und damit auch stabil

unter au—l und damit unter au.

AuBerdem ist

aIW = aSIW + as-(au-l)lW

die additive Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W. Durch Ausklammern
des halbeinfachen Teils erhalten wir wie im Beweis von (i) die multiplikative Jordan-
Zerlegung von aIW:

al =al
S

e W + as-(au—l)lW

= aSIW-(1+ (au—l))lW

=al -al
sW uW
Ebenfalls nach 2.4.4 (iii) erhalten wir aus (1) die additive Jordan-Zerlegung der durch a
auf V/W induzierten Abbildung, indem wir auch auf der rechten Seite zu den

Abbildungen uibergehen, die auf dem Faktorraum V/W induziert werden.
a= ES + ES-(EU-U.



Erneut erhalten wir durch Ausklammern von Zs die zugehorigen multiplikative Jordan-

Zerlegung:
a =a + as-(au—l)
=a «(1+(a -1)
=a .a .
s u
QED.

2.4.6 Folgerung: Vertraglichkeit mit direkten Summen
undTensorprodukten

Seien V und W endlich-dimensionale k-Vektorraume, a und b lineare Automorphismen
von V bzw. W,

a € GL(V),b e GL(W),
und
a=aa undb=bb
su s u
deren multiplikative Jordan-Zerlegungen. Dann gelten die folgenden Aussagen.
@) a®b = (as@bs)-(au@bu) ist die Jordan-Zerlegung von a®bEGL(VOW).

(ii) a®b = (as®bs)-(au®bu) ist die Jordan-Zerlegung von a®bEGL(V®W).
Beweis. Zu (i): Es gilt

(as®bs)-(au®bu) = (asoau)®(as-au) =a®b
und die Abbildungen as@bS und au@bu kommutieren:

(au®bu)-(as®bs) = (as-as)@)(as-as) =a®b = (as®bs)-(au®bu).
AuBerdem ist

as@bS halbeinfach und au@bu unipotent

(nach 2.4.3 (ii)).
Zu (ii): Es gilt
(a®b)+(a ®b )  =(@a-a)® (@ a)=adb

und die Abbildungen as®bS und au®bu kommutieren:

(au®bu)-(as®bs) = (as-as)®(as-as) =a®b = (as®bs)-(au®bu).
AuBerdem ist

as®bS halbeinfach und au®bu unipotent

(nach 2.4.3 (ii)).
QED.

2.4.7 Verallgemeinerung auf den lokal endlichen Fall

Sei V ein nicht notwendig endlich-dimensionaler k-Vektorraum. Wir bezeichnen auch in
dieser Situation mit
End(V) := Endk(V)

die k-Algebra der linearen Endomorphismen von V und mit
GL(V) = GLk(V)
die Gruppe der linearen Automorphismen von V. Ein Element

a € End(V)

heif3t lokal endlich, wenn V Vereinigung von endlich-dimensionalen a-stabilen linearen
Unterraumen ist.



Sei a ein lokal endlicher linearer Endomorphismus von V. Dann heif3t a halbeinfach

(bzw. lokal nilpotent bzw. lokal unipotent), wenn die Einschrankung von a auf einen

beliebigen a-stabilen linearen Unterraum von endlicher Dimension halbeinfach (bzw.

nilpotent bzw. unipotent) ist.

Bemerkungen

(1)  GL(V) ist gerade die Einheitengruppe von End(V).

(i)  Ein linearer Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums ist genau
dann halbeinfach im Sinne der hier angegebenen neuen Definition, wenn er es im
Sinne der alten ist.

Es gilt sogar mehr: ist a : V — V ein lokal endlicher linearer Endomorphismus

des nicht notwendig endlich-dimenensionalen k-Vektorraums V, welcher
halbeinfach im Sinne der neuen Definition ist, so zerfallt V in eine direkte Summe
von Eigenrdumen von a, d.h. es gilt

v=® v mltV ={xEVlax)=Ax}.
. A.
el i

Dabei sei { )\i}i oI die Familie der Elemente A€k, fur welche V)M # 0 ist.

(iii)) Sei a € End(V) ein lokal endlicher Endomorphismus des nicht notwendig endlich-

dimensionalen k-Vektorraums V. Dann gibt es genau eine Darstellung von a,
a=a + a, (D)

als Summe von zwei lokal endlichen linearen Endomorphismen mit
1. a ist halbeinfach und a ist lokal nilpotent.
2. aca_ =a ea.
s n n s
Auch in dieser Situation heif3t (1) additive Jordan-Zerlegung.
(iv) Seien

a,a’,a” € End(V)
Endomorphismen des nicht notwendig endlich-dimensionalen k-Vektorraums V
mit
a=a’ +a” und a lokal endlich.
Dann sind folgenden Aussagen aquivalent.
1. a=a’+a” ist die additive Jordan-Zerlegung von a.
2. Fur jeden endlich-dimensionalen k-linearen und a-stabilen Unterraum

WCV ist W auch a’-stabil und a”-stabil und

Iw—a IW IW

ist die additive Jordan-Zerlegung von alw.

(v) Seien a € End(V) ein lokal endlicher Endomorphismus des k-Vektorraums V und

W C V ein a-stabiler k-linearer Unterraum von V, wobei V und W nicht

notwendig von endlicher Dimension sein mussen. Dann gelten die folgenden
Aussagen.

1. aIW ein ein lokal endlicher Endomorphismus.

2. W ist aS-stabil und an-stabil.

3. aIW = aslw + anIW ist die additve Jordan-Zerlegung der

Einschrankung von a auf W.
Weiter seien a, asund a die durch a, a bzw. a induzierten k-linearen

Abblldungen auf dem Faktorraum V = V/W. Dann gelten folgende Aussagen.
4. a ist ein lokal endlicher Endomorphismus von V.



5.a= Es + Zn ist die additive Jordan-Zerlegung von a (vgl. 2.4.4 (ii1)).

(vi) Sei ¢: V—> W eine k-lineare Abbildung von k-Vektorraume (deren Dimension

nicht notwendig endlich sein muf}) und a € End(V), b € End(W) lokal endliche
Endomorphismen mit

dea = bog.
Dann gilt auch q)oas = bs°¢. und q)oan = bnoq).

(vii) Mulitplikative Jordan-Zerlegung. Sei a € GL(V) ein lokal endlicher
Automorphismus des nicht notwendig endlich-dimensionalen k-Vektorraums V.
Dann gibt es genau eine Darstellung von a,

a=aca, 2)

als Zusammensetzung von zwei lokal endlichen linearen Automorphismen mit
1. a ist halbeinfach und a ist lokal unipotent.

2. aea =a °a.
s u u s

Fiur jeden a-stabilen k-linearen Unterraum W C V ist
aIW = aSIW-auIW
die multiplikative Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W.
(vii) Seien V und W nicht notwendig endlich-dimensionale k-Vektorraume, a und b
zwei lokal endliche lineare Automorphismen von V bzw. W,

a € GL(V), b e GL(W),

und
a=aa undb=bb
s u S u

deren multiplikative Jordan-Zerlegungen. Dann gelten die folgenden Aussagen.
1.a®b = (as®bs)-(au®bu) ist die Jordan-Zerlegung von a®bEGL(VOW).

2.a®b = (as®bs)-(au®bu) ist die Jordan-Zerlegung von a®bEGL(VROW).

Beweis. Zu (i). trivial.
Zu (i1). Sei a: V— V ein linearer Endomorphismus des endlich-dimensionalen k-

Vektorraums V und W C 'V ein a-stabiler linearer Unterraum.

Ist a halbeinfach in Sinne der alten Definition, so hat die additive Jordan-Zerlegung von
a die Gestalt
a=a + 0.

Nach 2.4.4 (i11) ist

aIW = aSIW + OIW

die additive Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W. Insbesondere ist aIW

halbeinfach. Weil dies fur jeden a-stabilen Unterraum W von V gilt, ist a halbeinfach im
Sinne der neuen Definition.

Sei jetzt umgekehrt a halbeinfach im Sinne der neuen Definition. Weil V als Unterraum
von sich selbst endlich-dimensional ist, ist dann

a:alw

halbeinfach in Sinne der alten Definition.
Damit ist der erste Teil der Aussage von (ii) bewiesen. Befassen wir uns mit dem
zweiten.



1. Schritt. V=% V)\‘.

el !
Es reicht zu zeigen, jeder von 0 verschiedene Vektor v € V - {0} ist eine Summe von
Eigenvektoren. Weil a lokal endlich ist, liegt v in einem endlich-dimensionalen a-
stabilen Unterraum von V, sagen wir

VEW, dimk W < oo und a(W) C W.

Welil a halbeinfach in Sinne der neuen Definition sein soll, ist aIW halbeinfach im Sinne

der alten Definiton, d.h. v ist Summe von Eigenvektoren von alw und damit auch von

a.
2. Schritt. Die Summe des ersten Schritts ist direkt.
Nach dem ersten Schritt ist jeder Vektor

ve V- {0}
Summe von endlich vielen Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten.
Wir haben zu zeigen, diese Darstellung ist eindeutig.
Angenommen, sie ist es nicht. Dann gibt es eine Summe von Eigenvektoren zu

paarweise verschiedenen Eigenwerten (mit mindestens zwei Summanden), welche
gleich O ist, sagen wir

Vi + ...+ V.= 0 mit a(vi) =W und paarweise verschiedenen M. 3)
Wir haben zu zeigen, dies ist unmoglich. Dabei konnen wir annehmen, dal r = 2

minimal gew#hlt ist. Die W sind dann automatisch von O verschieden.

Aus (3) konnen wir zwei weitere Identititen gewinnen, indem wir zum einen a auf (3)
anwenden und zum andern (3) mit uy multiplizieren. Wir erhalten

MoV +0yoVy t F ROV = 0

MoV FRpev, Fe F ey = 0
Wir bilden die Differenz und erhalten
(Mz_ Ml).vz +.. + (MI'_ Ml).vr =0

im Widerspruch zur Minimalitit von r. Die Darstellung ist somit eindeutig und die
Summe des ersten Schritts ist direkt.

Zu (iii). Wir haben die linearen Endomorphismen aS, an: V — V zu definieren Sei

ve VvV -{0}.
Weil a lokal endlich ist, gibt es einen k-linearen Unterraum W C V mit
dim, W< oo,a(W)C WundvEW.

k
Wir betrachten die additive Jordan-Zerlegung
alw = (aIW)S + (aIW)n
und setzen
aS(V) = (aIW)S(V) und an(v) = (alw)n(v). @)

1. Schritt. Die Definitionen sind korrekt (d.h. unabhangig von der spezielen Wahl des
endlich-dimensionalen Unterraums W).
Seien W’ ein weiterer k-linearer Unterraum von V mit
dimk W <00, a(W)C WundvEW’
und



aIW, = (alw,)S + (aIW,)Il
die additive Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a auf W’. Dann gilt auch
dimk WAW’ < 00, a(W(W) C WW’ und v E W(W".
Nach 2.4.4 (iii) konnen wir die additive Jordan-Zerlung der Einschrankung von a auf
W( W’ dadurch erhalten, da wir zumécht auf W und dann auf W[ W’ einschrinken,

aIWﬂW’ = (a|W)5|WﬂW’ + (alw)HIWﬂW’ .
Wir konnen aber auch erst auf W’ und dann auf W( )W’ einschrinken,
alWﬂW’ = (a|W’)s|WﬂW’ + (a|W’)n|WﬂW’ .
Auf Grund der Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung erhalten wir
@A dwrw = Awaw s = @wdww

und

=(al = (al

AwwAw = @wAwn = @wnlwaw: -
Wegen v E W(W’ folgt
(aly) (V) = (aly) (V) und (al ) (V) = (aly) (V).
Die Definition von aS(V) und an(V) ist damit unabhangig von der speziellen Wahl des

Unterraums W.
2. Schritt: aS und an kommutieren.

Sei v €V - {0). Weil a lokal endlich ist, gibt es einen k-linearen Unterraum W C V mit

dimkW< 0,a(W)C_ WundvEW.

Es gilt
(aS-an)(V) =aS(an(V))

=a (@aly) (V)

= (aly) (@@ly) (V) (wegen (aly) (V) EW)
= (aIW)n((aIW)S (v)) (weil (aIW)S und (aIW)n kommutieren)

=a_((aly) V) (wegen (aly) (V) €EW)

= an-as(v)

Damit gilt (asoan)(v) = an-as(v) fur beliebiges v €V, also
aea =a -a
s n n s
3. Schritt: a ist halbeinfach und a ist lokal nilpotent.

Seien W’ C V und W”CV k-lineare Unterraume mit

dimk W’ < 00 und aS(W’) C W’ und

dimk W” < 00 und an(W”) C W”und

Wir haben zu zeigen, aSIW, ist halbeinfach und anl ist nilpotent.

Ww”
Sei w’ LR W’r ein Erzeugendensystem von W’ und W”l, e

Weil a lokal endlich ist, liegt jedes W’i in einem a-stabilen k-linearen Unterraum W’i

2

w S eines von W”.



endlicher Dimension von V und jedes w”j in einem a-stabilen k-linearen Unterraum W”j

endlicher Dimension von V. Damit ist

r S
W:=‘2Wi+‘2W ;
=1 =1
ein a-stabiler k-linearer Unterraum von V endlicher Dimension, welcher die Raume W’
und W’ enthalt,

dim, W <00, a(W) SW, W CW,W* CW.

Nach Definition von aS und an ist

aly =ady +aly

die Jordan-Zerlegung von al

+a l
n

. Insbesondere ist anl nilpotent. Dann ist aber auch

W
2w = 2l
halbeinfach. Weil W’ stabil ist unter aS , ist auch

Y
nilpotent.

Auflerdem ist aSIW

halbeinfach (nach 2.4.4 (iii)).

Damit sind die Aussagen des dritten Schritts bewiesen. Es bleibt also nur noch die
Eindeutigkeitsaussage des dritten Schritts zu beweisen. Sei also
a= a’s + a’n

eine weitere Zerlegung wie in (iii) neben der soeben konstruierten (mit a’s und a’n lokal
endlich, a’S halbeinfach, a’n lokal nilpotent und a’S-a’n = a’n-a’s) Wir haben zu zeigen,

a =a’ unda =a’ .
S S n n

4. Schritt. a’s kommutiert mit a.

Weil a’s und a’n miteinander kommutieren, gilt:

aca’ =(@ +a ) a
S S n S

b

— 32 ’
=a’_+a ea
S n S
— ’2 2 b
=a’_ +a e+a
S S n
=a «(@a +a’
s( S n)
=a’ ea
S
5. Schritt. a =a” unda =a’ .
= s S n n

Sei v € V - {0} vorgegeben. Weil a’S lokal endlich ist, gibt es einen k-linearen

Unterraum W von V mit

dimkW < 0, a’S(W) CW,veEW.

Weil W endlich-dimensional ist und a lokal endlich, gibt es einen k-linearen Unterraum
W’ von V mit

dimk W’ <00, a(W)C W, WeW.
Weil a und a’S kommutieren, gilt fur i = 1,2,3,...

2 @W)=al@ W) Calw)  (Calw)Sw,



d.h. ai(W) ist fur jedes i ebenfalls a’s-stabil. Damit ist

o .
> alw)  (CwW)
i=0
ein endlich-dimensionaler a’s-stabiler Unterraum, der auch a-stabil ist. Wir konnen also

W durch diese Summe ersetzen und annehmen,
W ist a’s- und a-stabil

Dann ist W aber auch stabil bezuglich a’n =a- a’S und als a-stabiler Raum nach

Definition von a und a auch stabil beziiglich a und a:

W’ ist stabil bezuglicha,a ,a ,a’ ,a
s n s n
Damit sind

aIW = aSIW + anIW und aIW =a sIW +a nIW

zwei Jordan-Zerlegungen desselben Endomorphismus auf dem endlich-dimensionalen
Raum W gegeben. Wegen der Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung im endlich-
dimensionalen Fall, folgt
aSIW =a s|W und anl
und insbesondere
as(v) =a S(V) und an(v) =a n(V).

W a n|W'

Das dies fur jedes v € V gilt, folgt
a =a unda =a’ .
S S n n

Zu(iv). 1 = 2.

Die im Beweis von (iii) konstruierte Jordan-Zerlegung hat die in 2 angegebenen
Eigenschaften.

2= 1

Eine Zerlegung mit den in 2 angegebenen Eigenschaften stimmt (auf Grund der

Eindeutigkeit im Fall einer endlichen Dimension - 2.4.4 (i)) mit der im Beweis von (iii)
konstruierten Jordan-Zerlegung uiberein.

Zu (v). 1. Schritt. aIW ist lokal endlich.

Sei v E W - {0}. Wir haben zu zeigen v liegt in einem endlich-dimensionalen k-linearen

und alw—stabilen Unterraum von W. Weil a lokal endich ist, gibt es einen k-linearen

Unterraum W’ C V mit

dimk W <oo,aW)CWundvEW’.

Weil W nach Voraussetzung a-stabil ist und den Vektor v enthilt, bleiben die an W’
gestellten Bedingungen erhalten, wenn man W’ durch W[ W’ ersetzt. Damit ist aber

W[ W’ ein Unterraum der gesuchten Art.
2. Schritt. W ist as—stabil und an—stabil.

Sei v € W. Wir haben zu zeigen, aS(V) € W und an(v) EW.

Weil nach dem ersten Schritt alw lokal endlich ist, gibt einen einen k-linearen

Unterraum W’ von W mit

dimk W <oo,a(W)CWundvEW’.



Nach (iv) ist

al . ,=al_ ., +al_,
\% sW nW

gerade die Jordan-Zerlegung der Einschrankung aIW, von a auf W’, und W’ ist sowohl
aS—stabil als auch an—stabil. Wegen v € W’ folgt

aS(V) S aS(W’) CcCwCw
und
an(v) € an(W’) CcCwCw.

3. Schritt. . aIW W W e

Nach (iv) reicht es zu zeigen, fur jeden endlich-dimensionalen k-linearen und aIW—

= aSI + anl ist die additve Jordan-Zerlegung von al

stabilen Unterraum W’ CW ist

aIWIW, = aSIWIW, + an'WIW’

die additive Jordan-Zerlegung von aIWIW, , d.h.

aIW, = aSIW, + anlw,
ist die additive Jordan-Zerlegung von alw,. Weil die Dimension von W’ endlich ist, ist
das aber nach (iv) der Fall.

4. Schritt. a ist lokal endlich.
Bezeichne

h:V—V/W=V
die natuirliche Abbildung auf den Vektorraum. Wir haben zu zeigen, jeder Vektor
vEV-{0}
liegt in einem endlich-dimensionalen k-linearen und a n Unterraum von V. Zum
Beweis wihlen wir einen Vektor
v E V mith(v) = v.
Weil a lokal endlich ist, gibt es einen k-linearern Unterraum W’ C 'V mit

dim, W’ < o0, a(W)C W undveEW’.

k
Mit
W’ := h(W’)
gilt dann
dim, W’ <00, a(W)C W undv EW’.

5. Schritt. a = Es + En ist die additive Jordan-Zerlegung von a.

Nach (iv) reicht es zu zeigen, fur jeden endlich-dimensionalen k-linearen und ‘a-stabilen
Unterraum W’ CV ist

die Jordan-Zerlegung von EIW’.

Weil die Dimension von W’ endlich ist, gibt es k-linearen Unterraum
W C V mit

dim, W’ < 00 und h(W’) = W



Weil a lokal endlich ist und W von endlicher Dimension, gibt es einen k-linearen
Unterraum V’ von V mit

dimV’ ' <o0,a(V)C V', W C V.
Sei

h*:=hiy, 0V’ — V' = V+W/W =V /V' (W
die Einschrinkung des natiirlichen Homomorphismus auf den Faktorraum V = V/W.
Wegen W C V'’ gilt

W’ =h(W) C h(V) =h’ (V).
Weil h’:V’ — V’/V’ (W surjektiv ist, folgt
W= (W),
d.h. W’ ist das Bild des endlich-dimensionalen Unterraums h"l(W’) von V’. Wir
konnen also annehmen,
w =h"lW) (S V).

Fiur x € W C V’ gilt, weil V’ a-stabil ist a(x) € V’ und

h’(a(x)) = h(a(x)) (h’ ist die Einschrankung von h auf V’)

= a(h(x)) (Definition von a)
=al’(x)) (xliegtin W’ C V)
=a(W) (wegen x € W’ = h"" L (W)
Cw (W’ ist a-stabil)

Es folgt
a(x) € h"l(V_V’) =W’ fur jedes x € W’,
d.h. W’ ist a-stabil. Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm

W’ C—> \'A C—> \%
AT TS A
W’ C_) V’ C—) A/ hl
| | |
h” \%L o J\L/’C_ h  — V
I |+ | ¥
W’ C_ v C_ Y,

Die horizontalen Pfeile bezeichnen naturliche Einbettungen, die oberen von
W’ CV’CV ineinander, die unteren der Faktorraume W’C V’C V ineiander. Die

vertikalen Abbildungen sind die naturlichen Abbildungen auf die jeweiligen
Faktorraume, so da3 die vorderen und hinteren Vierecke kommutativ sind.

Die Kommutativitat der oberen Vierecke definiert a’ und a” als Einschrankungen von a
auf V> bzw. W’.

Die Kommutativitit der unteren Vierecke definiert a’ und a” als Einschrankungen von a
auf V' bzw. W,

Die Kommutativitat der beiden seitlichen und des mittleren Vierecks definiert a, a’ und
a” als die durch a, a’ und a” auf den Faktorraumen induzierten Abbildungen. Dies ist



mit den vorherigen Definitionen als Einschrankungen vertraglich, weil der Ubergang
zum Faktorraum mit Inklusionen vertraglich ist.

So konnen wir erst zur durch a induzierten Abbildung a auf dem Faktorraum
ubergehen,

a:V—V,xmod W i a(x) mod W,
und dann diese Abbildung auf W’ einschrénken zu
AW — W, xmod W » a(x) mod W.
Wir konnen aber auch a zuerst auf W’ einschranken,
a: W — W, x b ax),
und dann die induzierte Abbildung auf dem Faktorraum bilden,
W — V_V’, x mod W b a(x) mod W.
das Ergebnis ist in beiden Féllen dasselbe. Aus der Jordan-Zerlegung
a=a +a
S n
wird im zweiten Fall zunachst die Jordan-Zerlegung
alw, = aslw, + anlw,
und dann nach 2.4.4 (iii) - weil W’ endlich-dimensional ist - die Jordan-Zerlegung
z”l _ - ;” |_ + E”
w’ SW’

b

nw
Da diese Abbildungen gleichzeitig die Einschrinkungen auf W’ der entsprechenden
Endomorphismen von W, bedeutet dies, daB die auf W induzierten Abbildungen gerade
die Jordan-Zerleung von a definieren:

a”= E”S + E”n.
Zu (vi). Der Beweis ist im wesentlichen derselbe wie der von 2.4.4.(iv). Wir betrachten
das Diagramm von k-linearen Abbildungen

1
V — Voew

la . la@b
vV s vew
mit
i=0d,9) V— VOW, X b (X, §(x)).
Es ist kommutativ, denn fur x € V gilt
(a®b)(i(x)) = (a®b)(x, ¢p(x)) (nach Definition von 1)
(a(x), b(d(x))) (nach Definition von a®b)
= (a(x), ¢p(a(x))) (nach Voraussetzung gilt ¢ea = beg)
=1i(a(x)) (nach Definition von 1).
Nach Definition ist i injektiv. Deshalb konnen wir V mit seinem Bild bei i identifizieren
und bezuglich i als linearen Unterraum von VW betrachten. Die Kommutativitat des

Vierecks bedeutet dann, dieser Unterraum ist stabil bezuglich a®b und die
Einschrankung von a®b ist gerade a.

Betrachten wir die additive Jordan-Zerlegung von a®b:

a®b = (a@b)S + (a@b)n. 5)
Nach (v) ist

a= (a@b)slV + (a@b)nlV (6)



die Jordan-Zerlegung von a.
1. Schritt. Die Summanden auf der rechten Seite von (5) haben die Gestalt

(a®b) =a @b und (a®b) =a ®b
S s s n n n

Sei U C V@®W ein endlich-dimensionaler k-linearer Unterraum, welcher stabil ist bei
as@bS (bzw. bei an@bn). Dann gibt es endlich-dimensionale k-lineare Unterraume

VCVudWCW
mit
UC Voew’.
Indem wir V’ und W’ geeignet vergrolern konnen wir auBBerdem erreichen (vgl. (iv)):
V’ ist stabil unter a (also auch bei a und an)
W’ ist stabil unter b (also auch bei bS und bn).

Nach Definition sind mit aS und bS auch aSIV, und bSIW, halbeinfach und weil an und
bn lokal nilpotent sind, sich anl und b_| Nach 2.3.3 (ii) folgt:

A% nW”
(as@bs)lv, oW’ = (aSIV,)@(bSIW,) ist halbeinfach und
(an®bn)IV’®W’

Nach 2.4.4 (iii) bleiben diese Eigenschaften erhalten, wenn man die Abbildungen auf
stabile Unterraume einschrankt, d.h.

(aS@bS)IU ist halbeinfach (bzw. (an@bn)lU ist nilpotent.

= (anIV,)®(anW,) ist nilpotent.

Da dies fur jeden endlich-dimensionalen k-linearen Unterraum U von VOW gilt,
welcher stabil ist unter as@bS (bzw. an@bn), erhalten wir:

aS(-DbS ist halbeinfach und an(-Dbn ist lokal nilpotent.
AuBlerdem gilt
a®b=a ®b +a @b
ST S n_ n
denn furx € Vundy € W ist
(as®bS + an®bn)(x,y) = (as®bs)(x,y) + (an®bn)(x,y)
= (3,00, b () + (@ (X)b_(¥))
=@ (x) +a_(x),b (y) +b_(y)
= (a(x), b(y))
= (a®b)(x,y).
Nach (iii) reicht es zu zeigen, dal3 as@bS und an®bn kommutieren. Das ist aber der
Fall, denn fur x € Vund y € W gilt
((a ®b )e(a ®b )(x.y) = (a b )(a (x).b (y))
=@ (a_(x), b (b _(y) |
= (an(aS (x)), bn(bs(y)) (aS und a bzw. bS und bn kommutieren)
= (@ ®b )(a (.b (1))

= ((a_®b )o(a ®b))(x.y).
2. Schritt. Beweis der Behauptung.
Weil (6) die Jordan-Zerlegung von a ist, gilt fur x € V

Fur jedes x €'V gilt



aS(X) = (a@b)SIV(X) (weil (6) die Jordan-Zerlegung von a ist, vgl. (v))
= (a@b)s(i(x)) (wir identifizieren V mit seinem Bild bei i)
= (as@bs)(x, @(x))  (Definition von i)
= (@ ()b (9(x)))

Dabei haben wir as(x) mit seinem Bild bei i identifiziert, d.h. genauer bedeutet diese
Identitat,
i(as(x)) = (aS(x),bS(q)(x))) fur jedes x €V,
d.h.
(a (), (a_(x))) = @ ()b _(G(0)).
Insbesondere ist also
q)(as(x)) = bs(q)(x)) fur jedes x €'V,
d.h. wie behauptet ist
(i)oaS = bsocb.
Damit besteht die erste behauptete Identidt. Die analgoge Rechnung mit a anstelle von

a fuhrt zur zweiten: fur jedes x € V gilt
an(x) = (a@b)nlv(x) (weil (6) die Jordan-Zerlegung von a ist, vgl. (v))
= (a@b)n(i(x)) (wir identifizieren V mit seinem Bild bei 1)
= (an@bn)(x, @(x)) (Definition von 1)
= (@ (b (9())

Dabei haben wir an(x) mit seinem Bild bei i identifiziert, d.h. genauer bedeutet diese
Identitat,

i(an(x)) = (an(x),bn((b(x))) fur jedes x €'V,
d.h.

(a (), d(a_(x))) = (@ _(x),b_@())).
Insbesondere ist also

q)(an(x)) = bn((p(x)) fur jedes x €'V,
d.h. wie behauptet ist

q)oan = bnoq).
Zu (vii). Fir jeden endlich-dimensionalen a-stabilen Unterraum W C V haben wir die
multiplikative Jordan-Zerlegung

alw = (aIW)S-(aIW)u .

Fur je zwei solche Unterraume, sagen wir W’ und W” konnen wir die zugehorigen

Zerlegungen

aly, = (@ly) s(aly,) undaly,, = (aly,,) <@y
auf den Durchschnitt W’(YW” und erhalten so die zugehorige Zerlegung fur aIW, W
(weil dies fur die additiven Zerlegungen gilt - vgl. 2.4.4 (iii) - und die additiven und
multiplikativen Zerlegungen fur umkehrbare Matrizen durch einfache Umformungen



auseinander hervorgehen). Wegen der Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung (im endlich-
dimensionalen Fall) folgt

(aIW’)s|W’ﬂW” = (al

W’ mW”)S = (alwn)slwa mwn
und

(al = (al

W’)U|W’ mwa’ w» mwva)u = (alw”)ulwa mwn
Mit anderen Worten: durchlauft W die endlich-dimensionalen a-stabilen Unterraume von
V, so stimmen je zwei der Abbildungen
(aIW)S bzw. (aIW)u
auf dem gemeinsame Teil ihrer Definitionsbereiche uiberein. Sie lassen sich also zu einer

auf ganz V definierten k-linearen Abbildung
a bzw. a

verheften mit

a lW = (alw)S bzw. a IW = (aIW)u
fur jeden a-stabilen k-linearen Unterraum W C V von endlicher Dimension.
Insbesondere sind aS und au lokal endlich, aS ist halbeinfach und au lokal unipotent,

und es gilt

a=aea =a °a .
S u u s

Sei ein weitere multiplikative Jordan-Zerlegung gegeben, sagen wir
a=a ea’ =a e«a’ .

s u u s
(mit a’S und a’u lokal endlich, a’S halbeinfach und a’u unipotent).

Wir schreiben
a=a ¢(1+a -1)=a +a’ (a’ -1)=a” +a’
S u S s u S n
mit
a’ =a (a -1
n s( u )
Weil a’S und a’u kommutieren, kommutieren auch a’S und a’n. AuBerdem ist deshalb
a’n lokal nilpotent. Damit ist
a=a +a’
S n

ein additive Jordan-Zerlegung, also eindeutig durch a bestimmt. Wegen
a =a’_ a +1
u S "n
ist dann aber auch die multiplikative Zerlegung eindeutig festgelegt.
Damit ist der erste Teil der Behauptung bewiesen. Der zweite gilt nach Konstruktion
zumindest fur endlich-dimensional k-lineare a-stabile Unterraume W C V. Im Fall

dim W = o0
gilt die Aussage zumindest fur alle endlich-dimensionalen k-linearen a-stabilen

Unterraume W’ C W. Auf Grund der obigen Konstruktion gilt sie dann aber auch fur
W.

Zu (viii). Sei U C VAW (bzw. UC_V®W)ein k-linearer Unterraum mit
dimk U < oo und (a®b)(U) C U (bzw. (a®b)(U) C U).
Zum Beweis der Behauptung reicht es zu zeigen,

a@blU = (as@bS)IU-(au@bu)IU
ist die Jordan-Zerlegung von a@bIUEGL(U)

bzw.



a®b|U = (aS@)bS)IU-(au@)bu)IU
ist die Jordan-Zerlegung von a@bIUEGL(U).

Weil die Dimension von U endlich ist, gibt es endlich-dimensionale k-lineare
Unterraume

VCCVundW CWnmitUC VAW’ (bzw. UC V’OW’).
Weil V' und W’ endlich-dimensional sind (und a, b lokal endlich), konnen wir diese
Raume soweit vergrolern, dall auBerdem gilt

V’ ist a-stabil und W’ ist b-stabil.
Nach dem zweiten Teil von (vii) sind

=(a IV,)(a IV,) und bI =(b Iw,)(b IW,)
die Jordan-Zerlegungen von aIV, und bIW,. er wenden 2.4.6 an und erhalten die
Jordan-Zerlegungen fur die direkte Summe und das Tensorprodukt von aIV, und bIW
@bl gy = (@l )@(bly,) = Ly, B NN
= (a ®b )I (a ®b )I

W@ Iy

Vow’ Vow’

bzw.

(a®b)l = (al ,)®(b|w,) =(a IV,)®(b IW,) (a IV,

=@ @bl oy @, Ob DI o

Nach 2.4.4 (i) sind addmve Jordan- Zerlegungen im endlich-dimensionalen Fall
vertraglich mit Einschrankungen auf stabile k-lineare Unterraume. Dann gilt dann aber
auch fur multiplikative Jordan-Zerlegungen. Deshalb ist

(a(—Db)IU = (as@bS)IU-(au@bu)lU

VW’ )®(bu|W’)

bzw.

(a®b)l U= (as®bs)|U.(au®bu)lU
eine Jordan-Zerlegung der Einschrankung von a®b bzw. a®b auf U. Da dies fur alle k-
linearen Unterraume U von VAW (bzw. VROW) gilt mit

dimk U< oo und (a®b)(U) C U (bzw. (a®b)(U) C U).

erhalten wir auf Grund der Konstruktion der multiplikativen Jordan-Zerlegung in (vii),
dal

a®b = (as®bs)-(au®bu)
bzw.
a®b= (as®bs)-(au®bu)

die Jordan-Zerlegungen von a®b und a®b sind.
QED.
Beispiel

Seien G eine lineare algebraische Gruppe, A :=k[G] und g € G. Dann ist die
Rechtstranslation mit g,

p(): A — A, f(x) b f(xg)
(vgl. 2.3.6.B), ein lokal endlicher linearer Automorphismus von A (nach 3.3.9
Aufgabe 1). Damit besitzt p(g) eine Jordan-Zerlegung

p(g) = p(g)S- p(g)u



2.4.8 Satz: Jordan-Zerlegung in linearen algebraischen Gruppen
Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Dann gelten die folgenden Aussagen.

(1)  Jordan-Zerlegung in G. Fur jedes g € G gibt es genau ein Paar (gs, gu) von
Elementen aus G mit den folgenden Eigenschaften.
l.g=geg =g g
2.p(g) = p(g), und p(g ) =p(g) -
(i) Fur jeden Homomorphismus ¢: G — G’ von algebraischen Gruppen und jedes
g€ G gilt
P(g) = ¢(g) und d(g ) =(g) -
(i) FurgeG= GLn sind g und g, gerade die halbeinfachen bzw. unipotenten Teile

von g (im Sinne der Bemerkung von 2.4.5 mit V = k™).
Bemerkung
Ein Element g einer linearen algebraischen Gruppe G heif3t halbeinfach (bzw.

unipotent), wenn g = g bzw. g = g, gilt. Die zu g € G gehorigen Elemente g und g,

von (i) heilen halbeinfacher Teil bzw. unipotenter Teil des Elements g € G. Ein

Element g € G heif3t halbeinfach bzw unipotent

Beweis. Seien
A =K[G]
der Koordinatenring von G und

m: AQA — A, a(x)®B(y) B ax)*B(x),
der k-Algebra-Homomorphismus, welcher durch die Multiplikation der Algebra
induziert wird."> Fur jedes g € G kommutiert die Rechtstranslation p(g): A —» A, f(x)

b f(xg) (vgl. 2.3.6.B) mit m,
me(p(g)®p(g)) = p(g)em."*

" Das Element 0®f3 € A®A hingt als Funktion auf GXG von zwei Variabelen x und y
ab, (x,y) € GxG,

(a®P)(x,y) = a(x)*P(Y).
Das Bild a3 € A ist eine Funktion nur einer Variablen x € G,

m(a®P)(x) = (asP)(x) = ax)*P(x) = (a@P)(X,X).

Die Abbildung m ist gerade die Einschrankung auf die Diagonale,

m = A*: K[GxXG] — k[G]
wobei A: G — GG, x 1 (x,X), die Diagonal-Einbettung ist.
*“Fur o, € A und x,y € G gilt

p(2)(aeP) = (asP)(xg) = axg)+P(xg) = m(a®P(xg, yg)

Wegen

A(gx) = (xg, xg)
d.h.

AOR 'l =(R 'IXR _I)OA
_ g g g
gilt



Nach Bemerkung 2.4.7 (vi) kommutiert m auch mit den halbeinfachen Teil und dedm
nilpotenten Teilen von p(g) (und damit auch mit dem unipotenten Teil): es ist

me(p(g) ®p(g) ) = p(g) °m und me(p(g) ®p(g) )=p(g) °m
Man beachte, nach Bemerkung 2.4.7 (viii) ist

(P(2)®p(2), = p(2) ®p(g), und (p(2)®p(g)) = p(e) ®p(Q) -
Mit p(g) sind also auch p(g)S und p(g)u k-Algebra-Homomorphismen von A. Die
Zusammensetzungen mit der Auswertung im Einselement,

P(2)g
A—— A —k T p(e)fr (p(e) D),

P(8)y
A— S A—kfp p(g)uf > (p(g)uf)(e),

sind damit auch k-Algebra-Homomorphismen, definieren also einen Punkte g 8, eG
mit
() (D)(e) = f(g ) und (p() (D)(e) = (g ) fur jedes f € A. (1)
Weil alle Linkstranslationen
AX): A — A, £(2) b £(x719),
x € G, mit p(g) kommutieren'’, also auch mit den halbeinfachen und den unipotenten

Teilen von p(g) (vgl. Bemerkung 2.4.7 (vi)), gilt fur jedes fEA und jedes x € G:
(p(®) D) = (Mx Dp(e) He)  (Definition von 1)

= (p(g)sk(x'l)f)(e) (p(g) und A(x) kommutieren)
= (v Hie) (wegen (1))
= f(xg)
= p(gJ)(x)
und
(p(g)uf)(x) = (k(x'l)p(g)uf)(e) (Definition von A)
= (p(g)uk(x'l)f)(e) (p(g) und A(x) kommutieren)
R _feA*=(AR _)*  =(R R _ oA
g g g g
=A%*o(R xR ¥
g g
=A% (R _)*OR _1)*)
g g
d.h.

p(g)em = me(p(g)®p(g))

7R :G—>G,X|->xg'1
g

, kommutiert mit jedem Lg,: GCG—Gxp gx:
|
R (L ,x)=g’xg =L ,(R (x)).
g(g()gg g(g())

Also kommutieren auch p(g) = (R _;)* und Mg)=(L .. (furalle g, g” €G).
g g



= v hHe) (wegen (1)
=fxg )

= p(g,)(x)

Da dies fur alle x € G gilt, folgt

p(e) = plg)und p(g) =p(g )
Weiter gilt

p®) =p(@)P(@), =P(@), P(), (Beispicl am Ende von 2.4.7)

=p(g,g ) =pg g)

Weil p eine treue Darstellung ist (vgl. 2.3.6.B), folgt

g =88, T 8,8
Wegen der Eindeutigkeit der Jordan-Zerlegung in GL(k[G]) (vgl. Bemerkung 2.4.7
(vii)) sind p(g)S und p(g)u eindeutig festgelegt durch g. Weil p eine treue Darstellung

ist, sind damit auch g und 2, eindeutig bestimmt.

Zu (ii). Ein Homomorphismus ¢: G — G’ von algebraischen Gruppen lat sich
zerlegen in eine Surjektion auf das Bild von ¢ gefolgt von einer natiirlichen Einbettung,
G—oIm(p) oG
(nach 2.2.5(ii) ist Im(¢) eine abgeschlossene Untergruppe von G’). Deshalb reicht es,

die Aussage fur zwei Spezialfalle zu beweisen.

1. Fall: ¢: G & G’ ist die natiirlichen Einbettung der abgeschlossenen Untergruppe G
von G’.
Sei I = I(G) das Ideal von G im Koordinatenring von G’, d.h.
k[G] = k[G]/1.
Nach 2.3.8 ist
G={g€G lp)N=1}

d.h. T ist ein p(g)-stabiler k-linearer Unterraum von k[G’] fur jedes g € G. Nach
Bemerkung 2.4.7 (v) erhélt man dann aus der additiven Jordan-Zerlegung

p(g) =pg) +pE), g =)

von p(g’) in k[G’] die Jordan-Zerlegung der durch p(g’) auf dem Faktorraum
induzierten Abbildung, indem man auf beiden Seiten zu den induzierten Abbildungen
des Faktorraums uibergeht, d.h. es ist

(p(@)), = p(@), und (p(2))_=p(e)_

Die analoge Aussage erhalt man dann auch fur die multiplikativen Jordan-Zerlegungen
(weil sich im Fall von linearen Isomorphismen multiplikative und additive Jordan-
Zerleungen ineinander umformen kann), d.h.die halbeinfachen und unipotenten Teile

von p(g’) induzieren auf dem Faktorraum die halbeinfachen und unipotenten Teile von
p(g):

p(g’)

u

(p(@)), = p(@)_ und (p(@)),

Wir erhalten so kommutative Diagramme



(@), (P@))y
k[G] —— Kk[G] k[G] —— k[G]

q)*T Tq)* undq) T Tq)* (2)
k[G’] &)S} k[G’] k[G’] M k[G’]

Nun ist ¢ ein Gruppen-Homomorphismus, d.h. fur x, g € G gilt
OR %) =000 = 000D =R 1400,

o(g
also
oR =R @,
1 ™Kyt
also
*
od* =R oh* = oR *
p(g)ed ol o*=(¢ g'l)
= R (] *
( o)’ v
=" Royey !
= ¢*°p(9(g))
Damit ist das folgende Diagramm kommutativ.
p(g)
k[G] —— K[G]
q)*T Tq)*
K[G'] P(p(2)) PO@) 6

Das bedeutet, p(¢p(g)) ist gerade die durch p(g) auf dem Faktorraum induzierte

Abbildung p(g). Die kommutativen Diagramme (2) bekommen so fur g’ = g € G die
Gestalt

P(g)g P2y
k[G] —— KkI[G] k[G] —— K[G]

¢*T T¢* ndor] Tox

In den nachfolgenden Rechungen tritt der Index & auf, welcher gleich s oder gleich u
sein kann, d.h. diese Rechnungen gelten gleichermallen fur den halbeinfachen Teil

(§=s) wie auch fur den unipotenten Teil (E=u).
Fur £ € k[G’] und xEG ist
p(g)E(q)*(f’))(x) = p(g)E(f’I G) (¢* ist die Einschrankung auf G)
=1 (X.gg)

und mit g’ := ¢(g):
¢*(p(g’)§(f’))(x) = (p(g’)gf’)(x) (¢* 1st die Einschrankung auf G und xEG)

- (p(g’g) f7)(x) (Definition von gE)



= (g’
Dabei ist p(g’) die Rechtstranslation auf k[G’], d.h. p(g’)‘g ist der halbeinfache bzw.

unipotente Teil der Rechtstranslation p(g’) auf k[G’] und g%, der halbeinfache bzw.

unipotene Teil von g’ in G’.
Wegen der Kommutativitat des linken bzw. rechten Vierecks ist fur jedes x € G und
jedes £ € k|G’]
f'(xeg.) =1 (xg’.).
( gE) (x-g E)
Speziel fur x = e folgt
f =f(g’.).
(g) =T'(g’)
Weil dies fur jedes f € k[G’] gilt (also insbesondere fur die Koordinaten der beiden
Punkte), folgt
Weil ¢: G & G’ die naturliche Einbettung ist, d.h. die identische Abbildung auf G,
konnen wir diese Identitat auch in der Gestalt

P(ge) = 02
schreiben. Damit gilt

d(g) = d(g), und ¢(g ) =(g)
wie behauptet.

2. Fall: ¢: G —» G’ ist surjektiv.
Die induzierte Abbildung auf den Koordinatenringen
o*: k[G’] & k[G]
ist injektiv. Weil ¢ ein Gruppen-Homomorphismus ist, gilt
o(xg) = o(x)*d(g)  furx,g&G,
also

R'I—R'1
PRg =Rpg)°®

also

P(g)od* = d*op(d(g)).

Wir erhalten das kommutative Diagramm

p(g)
k[G] ——  Kk[G]

o* & ¢*J
KIG'] p(d(2)) K(G']

sodaB wir k[G’] als p(g)-stabilen linearen Unterraum von k[G] betrachten konnen (mit

der Einschrankung p(¢(g)) auf k[G’]). Nach Bemerkung 2.4.7 (iv) erhdlt aus der
additiven Jordan-Zerlegung

p(g) = p(g)s +p(g),

die Jordan-Zerlegung von p(¢(g)) indem man die beiden Summanden auf der rechten
Seite auf k[G’] einschrankt:



Fur den unipotenten Teil der multipliktiven Jordan-Zerlegung erhélt man entsprechned
PO, = POy Gy
Analog zum ersten Fall erhalten wir kommutative Diagramme

P(2)g p(2)y
k[G] —— K[G] k[G] —— k[G]

) o3 undgxg )
K[G'] P(9(2)s K[G'] K[G'] P(P(&)y K[G’
Diesselben Rechnungen wir am Ende des ersten Falls zeigen, es gilt
d(g) = ¢(g) und (g ) =d(g)
Zu (iii). Seien

|

G :=GL(V) mit V := k!
und

f:V—k

eine von 0 verschiedene Linearform. Weil das Standard-Skalarprodukt <, > des k™
nicht entartet ist, d.h.

V— Homk(V, k), v <v,?7>
ist ein Isomorphismus, hat f die Gestalt

f(x)=<v,.,x>= V;cr-x (Matrizen-Produkt)

f b

mit einem Vektor v ¢ €V - {0}. Wir betrachten die Abbildung

T:V_—K[Gl,ve (g f(gv)).
Die Abbildung ist wohldefiniert, denn
T
f(gv) = vgegev
ist eine lineare Funktion der Eintrage der Matrix g € G = GL(V) = GLK") = GLn’

also fur jedes feste v € V eine reguldre Funktion auf G. Auflerdem ist ?(V) = V:fr- gev
eine lineare Funktion von v,

T V— k[G] ist linear.

Fur v € Ker(T) gilt v}r-g-v =0 fur beliebige g € G. Da v, # 0 ist, gibt es fur jedes i

f
ein giEG mit Vg-g = e;r. Es gilt also e;rov =0, d.h. die i-te Koordinate von v ist 0. Da
dies fur alle i gilt, ist v=0, d.h.

T: V & K[G] ist injektiv.
Wir konnen V als k-linearen Unterraum von k[G] ansehen. Fur beliebige v € V und
beliebige g,x € G gilt

T(gv)(x) =f(xgv) = T(V)(x2) = (p(2) T (V))(x)
also

Tev=p@Tm),
d.h. das folgene Diagramm ist kommutativ



fur jedes g € G, d.h. V ist ein p(g)-stabiler k-linearer Unterraum von k[G] und die

Einschrankung von p(g) auf V ist g. Nach Bemerkung 2.4.7 (iv) oder auf Grund der
Definition der Halbeinfachheit und lokalen Nilpotenz in 2.4.7 erhdlt man aus der
Jordan-Zerlegung

p(g) = p(g)S +p(g),

von p(g) durch Enschrinken der Abbildungen auf beiden Seiten auf V die Jordan-
Zerlegung von g, d.h.

g =p@)lyundg =p(g L.
und damit auch fur die unipotenten Teile
g, =P® N
Dabei sind g, und g, die gewohnlichen halbeinfachen bzw. unipotenten Teile der

Matrix g im Sinne von 2.4.1 und der Bemerkung von 2.4.5. Um sie von den
halbeinfacheb bzw lokal unipotenten Teilen von 2.4.7 zu unterscheiden wollen wir sie
im verbleibenden Teil des Beweises mit g’S bzw g’u bezeichnen.

Wir haben hier V mit dem Bild von V bei T identifiziert. Ohne die Identifizierung gilt
Tog’ =p(e) T und Tog’ =p(g) T,
d.h. fur jedes v € V und jedes x € G ist
feg ov) =T )
= (Fog’ J(X)
= ((p(e) * HHMX)
= (p(®), M)
= (p(gy) T

= (T)xeg)
= f(X‘gS'V).

Die analoge Rechnung mit den lokal unipotenten Teil liefert das analoge Ergebnis.
Zusammen gilt

f(xeg S'V) = f(x-gsov) und f(xe-g u-v) = f(x-guov)
fur beliebige x € G, vE Vund f € Homk(V, k). Insbesondere konnen wir fur f die
Koordinatenfunktionen X, einsetzen. Wir erhalten

x-g’S-V =Xeg oV und x-g’uw =Xeg v

und speziell fur x =e



b

gev=gev und g -2

Fur konnen wir v den i-ten Standard-Einheitsvektor einsetzen und erhalten die
Gleichheit der i-ten Spalten der Matrizen. Da dies fur jedes i gilt, folgt

g, =gundg’ =g .
Mit anderen Worten g, und g, stimmen mit dem halbeinfachen bzw. unipotenten Teil

der Matrix g im Sinne der Bemerkung von 2.4.5 uberein.
QED.

2.4.9 Folgerung: Kriterium fur halbeinfache und unipotente Elmente

Seien G eine lineare algebraische Gruppe und g € G. Dann sind folgende Aussagen

aquivalent.
(1)  gist halbeinfach (bzw unipotent).

(1)  Es gibt eine naturliche Zahl n und einen Isomorphismus ¢: G i) G C GLn

von G mit einer abgeschlossenen Untergruppe von GLn mit ¢(g) halbeinfach

(bzw. unipotent).
(1) Fur jeden Isomorphismus ¢: G i) G C GLn von G mit einer abgeschlossenen
Untergruppe von GLn ist ¢(g) halbeinfach (bzw. unipotent).

Beweis. (i) = (iii).
Ist g halbeinfach, so ist g = g8y also

d(g)  =dg)
= (@), (nach 2.4.8 (ii)),

d.h. ¢(g) ist halbeinfach.
Ist g unipotent, so ist g = gy also

d(g) =dg)
= 0@, (nach 2.4.8 (ii)),
d.h. ¢(g) ist unipotent.
(iii) = (D).

Nach 2.3.7(1) gibt es eine naturliche Zahl n und einen Isomorphismus
$:G— G C GL_
von G mit einer abgeschlossenen Untergruppe von GLn' Nach Voraussetzung (iii) ist

dann ¢(g) halbeinfach bzw. unipotent.
(ii) = (). Sei
g=8"8,

die Jordan-Zerlegung im Sinne 2.4.8 (i). Wir wenden den nach (ii) existierenden
Isomorphismus an und erhalten

P(g) = d(g ) o(g )
Nach 2.4.8 (ii) ist dies gerade die Jordan-Zerlgung von ¢(g).



Ist ¢(g) halbeinfach, so gilt ¢(g) = ¢(gs), also q)(gu) =e. Weil ¢ ein [somorphismus ist,
folgt g,=¢% also g = gy d.h. g ist halbeinfach.

Ist ¢(g) unipotent, so gilt ¢(g) = ¢(gu), also q)(gs) = e. Weil ¢ ein [somorphismus ist,
folgt g =6 also g = gy d.h. g ist unipotent.
QED.

2.4.10 Aufgaben
Wir verwenden die Bezeichnungen von 2.4.8.

Aufgabe 1
Seien G eine lineare algebraische Gruppe, g € G ein Element und

A: G — GL(k[G])
(wie in 2.3.6.B) die Darstellung durch Linkstranslationen. Beweisen sie, es gilt

Me) = Mg und AM(g) =Mg )

Beweis. Sei G°P die Gruppe G mit der Multiplikation

opy, .—

Xe Py 1= yeX.
Die Gruppen-Struktur ist wieder durch Morphismen von affinen Varietaten definiert.
Zum Beispiel ist die Multiplikation

T
uOP: GXG — GxG —= G
von G°P die Zusammensetzung der Multiplikation w von G mit dem Morphismus

T: GXG — GXG, (x,y) b (¥,X),

der die Faktoren vertauscht. Der Ubergang zun Inversen, wird dann zu einem
Isomorphismus

i: G — G°P bzw. i: G°P — G.
Fur g, x € G gilt
-1 1-1 . -1 ) )
R (X) =xe = (gx =1L (x = (1°L °1)(x
g() g =(gx") (g( ) =( g)()

also
R =1iolL ©of
g g
also
R 01 =i°LL (i ist selbstinvers)
also
R oi =i°LL
gl gl
also
%k b

p(@) = "R 1 =(R _joi)* = (oL )*=L _joi* = A(g)oL
g 17 g1 gl g !

Wir erhalten ein kommutatives Diagramm

k[G] FEQ k[G]
J I (M
Mg)

k[GP] — KkIGP]
Nach Bemerkung 2.4.7 (vi) sind auch die folgenden Diagramme kommutativ.



P(8)g P(8y
k[G] — k[G] k[G] — Kk[G]

Ll lL und Ll lt

A A
k[GOP] gs‘ k[G°P]  K[GOP] (—Qf K[GOP]

Nach den Definitionen von g und g, in 2.4.8(i) konnen wir diese Diagramm auch in
der folgenden Gestalt schreiben.

p(gs) p(gy)
k[G] — k[G] k[G] — Kk[G]

b e g

A A
K[GOP] gs‘ kK[G°P]  K[GOP] (—g%“ K[GOP]

Diese beiden Diagramme konnen wir (auf zwei Weisen) zu einem groBleren Diagramm
zusammensetzen, in dessen oberer Zeile p(gs)-p(gu) bzw. p(gu)-p(gs) steht (in beiden

Féllen in der oberen Zeile also p(g)). Durch Vergleich mit (1) erhalten wir - weil  ein
Isomorphismus ist -

Mg) = Mg)s-h(g)u = Mg)u%(g)s 3)

Ersetzen wir jetzt in (1) das Element g durch g Weil die Jordan-Zerlegung von g, die

Gestalt g =gre hat, bleibt dadurch das linke Diagramm (2) unverandert, wahrend in

der oberen Zeile des rechten Diagramms p(e) = id steht. In der unteren Zeile des rechten
Diagramm steht damit Mgs)u =id. Die Identitat (3) mit g, anstelle von g hat also die

Gestalt
Mg =Mg) e =eMg)
Insbesondere gilt Mgs) = K(g)s.
Ersetzen wir schlieBlich in (1) das Element g durch g Weil die Jordan-Zerlegung von

g, die Gestalt g,=%8, hat, bleibt dadurch das rechte Diagramm (2) unverandert,

wihrend in der oberen Zeile des linken Diagramms p(e) = id steht. In der unteren Zeile
des linken Diagramm steht damit 7L(gu)S =1id. Die Identitét (3) mit &y anstelle von g hat

also die Gestalt
Mg ) =eMg) =Mg) ce
Insbesondere gilt Mgu) =Mg) o
QED.
Aufgabe 2
Sei G eine lineare algebraische Gruppe. Zeigen Sie, die Menge Gu der unipotenten

Elemente von G ist abgeschlossen in G.
Beweis. Nach 2.3.7(i) konnen wir annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe
einer GLn’

G GL .
Nach 2.4.9 gilt



Gu =G () (GLn)u.
Es reicht also zu zeigen, daf} (GLn)u. abgeschlossen ist in GLn’ d.h. wir konnen

annehmen,
G= GLn'

Nach 2.4.8 (iii) besteht dann Gu aus den Matrizen a € GLn fur welche
a’=a-l
nilpotent ist,
G ={l+aEG] a% = 0 fur eine natirliche Zahl s }.

Sei a ein nilpotenter k-linearer Endomorphismus von V = k™. Dann ist a: V — V nicht
surjektiv (denn dann wire a ein Automorphismus von V und konnte unmoglich
nilpotent sein). Deshalt ist a(V) echt enthalten in V,

a(V)C V,dima(V) <dim V. (1)
Zeigen wir durch Induktion nach der Dimension n von V, daf} dann auf jeden Fall die n-
te Potenz von a gleich O ist:

a' = 0. (2)

Induktionsanfang: n = 1.
Nach (1) ist dim a(V) < dim V =1, also dim a(V) =0, also a(V) =0, also a = 0. Es gilt
die Behauptung (1).
Induktionsschritt: n > 1.

Wegen a(a(V)) C a(V) ist a(V) ein a-stabiler Unterraum und die Einschrinkung von a

auf a(V) ist ebenfalls nilpotent. Wegen dim a(V) < dim V gilt nach
Induktionsvoraussetzung

dim a(V) _
(aIa (V)) =0
also wegen dim a(V) < dim V =n, d.h. dim a(V) < n-1 auch
n-1_

also 0 = a™ L (a(V)) = a"(V), also a = 0.

Damit ist (2) bewiesen. Es folgt

G, ={l+a€Gla"=0}

=la€GIl(H"=0}

Die Eintrage der Matrix (a-1)" = 0 sind Polynome in den Eintragen der Matrix a. Durch
die Bedingung (a-1) = 0 ist eine abgeschlossene Teilmenge von G = GLn definiert.
QED.
Aufgabe 3
Zeigen Sie anhand von Beispielen, daf die Menge Gs der halbeinfachen Elemente einer

linearen algebraischen Gruppe weder offen noch abgeschlossen sein muf3.
Beweis. Nach 2.3.7(i) konnen wir annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe
einer GL ,
n
Go GLn.
Nach 2.4.9 gilt
Gs =G (GLn)S.



Ist die lineare algebraische Gruppe G eins der gesuchten Gegenbeispiele, d.h. ist GS
nicht offen (bzw. nicht abgeschlossen) in G, so kann auch (GLn)S nicht offen (bzw.
nicht abgeschlossen) in GLn sein. Wir sollen also die Gegenbeispiele unter den Gruppe
G der Gestalt

G=GL
n

suchen.
Der Falln =1:

Fur jede 1x1-Matrix ist jeder von O verschiedene Vektor von k! = k ein Eigenvektor.
Jede Matrix von GLl ist halbeinfach, d.h. es gilt

GS = (GLl)s = GL1 =G.
Die Menge GS ist sowohl abgeschlossen als auch offen in G. Wir erhalten kein

Gegenbeispiel.

Der Fall n = 2.

Betrachten wir die folgende abgeschlossene Teilmenge von G = GL2.
1c

Fi={a=(3,) €Gla=a)=l.ay =0}={(0 1) lc e k}

Dies ist eine zur additiven Gruppe Ga 1somorphe Untergruppe, denn es gilt
ey ey /1c’+¢”

(0 1)'(0 1)‘(0 1 )
Wire GS offen in G, so wire GSﬂ Foffenin F= Ga = Al Wegen der Eindeutigkeit
der Jordan-Zerlegung gilt aber

10
GNFC GG, =4(y, -

und die einpunktigen Mengen sind nicht offen in Al Deshalb ist

GS nicht offen in G = GL2.
Zeigen wir, daf} GS auch nicht abgeschlossen in G ist. Dazu betrachten wir die Menge

U :={ a€&€ Glahat zwei verschiedene Eigenwerte }.
Weil 2x2-Matrizen mit linear unabhéangigen Eigenvektoren halbeinfach sind, gilt

UC GS CG
Es reicht zu zeigen,
U ist offen in G = GL2, (D)
denn als nicht-leere Teilmenge der irreduziblen Varietat GL2 liegt dann U dicht in G.

Wire GS abgeschlossen, so wurde

G=I‘JQGSQG,

11
also GS = G gelten, was nicht stimmt, denn ( 01 ) € G ist unipotent, also nicht

halbeinfach, liegt also nicht in Gs' Deshalb kann GS nicht abgeschlossen sein in G.

Wir haben noch (1) zu beweisen. Dazu verwenden die Eigenschaften der Resultante



Res(f.g)=det| , ¢ )

zweier Polynome

_.m, . m-1 _ N -1
f(x) =x +a1 X +...+am ,gx)=x"+ b1 X +...+bIl € k[x].

Dabei sollen a, = bO = 1 fur die hochsten Koeffizienten von f bzw. g stehen. Die Matrix

auf der rechten Seie von (2) soll eine (m+n)X(m+n)-Matrix sein. Die erste Zeile enthalt
die Koeffizienten von f, gefolgt von Nullen. Die ersten n Zeilen enthalten ebenfalls die
Koeffizienten von f, wobei in der jeweils nachfolgenden Zeile eine zusatzliche Null
vorangestellt ist. Die letzten m Zeilen sind in analoger Weise mit den Koeffizienten von
g belegt (mit vorangestellten und angefugten Nullen).

Die Resultante hat die Eigenschaft, genau dann gleich O zu sein, wenn die beiden
Polynome eine gemeinsame Nullstelle besitzten (vgl. Jacobson [4], Kapitel 5, Abschnitt
5.4, Satz 5.7 oder Lang [2], Kapitel V, §10, Folgerung von Proposition 4, oder van

der Waerden [1], Band I, Kapitel 5, §34). Die Bedingung, daf} die Matrix a € GL2

zwei verschiedene Eigenwerte besitzt, ist aquivalent dazu, da3 das charakteristische
Polynom von a,

Xa(x) =det (x1-a)
zwei verschiedene Nullstellen besitszt, d.h. Xy und die Ableitung X’a haben keine
gemeinsame Nullstelle, d.h.

Res(xa, X’a) #= 0.

Damit ist U die durch Res(xa, x’a) definierte offene Hauptmenge von G. Insbesondere

gilt (1).
Ein weiteres Gegenbeispiel.
Sei

ab
G=T,= {(0 C) €GL,}
die lineare algebraische Gruppe der oberen Dreiecksmatrizen in GL2 (Beispiel 4 (¢) von

2.14). Die offene Teilmenge

U:{(SlZ)ETzIa?ﬁc}

liegt dicht in der irreduziblen Menge T2 (vgl. 2.2.2 Aufgabe 1) und besteht aus

halbeinfachen Matrizen,
U C GS CT

>
SO ware GS =T, Widerspruch dazu, dal} das

Wire GS abgeschlossen in T ’

2 2
unipotente Element



11
(o1)
in T, aber nicht in GS liegt. Ware GS offenin T

5 so wire die einelementige Menge

2’
GSﬂGu
offen in

3 1b 1
Gu—{<01)lb6k}=A,

was offensichtlich nicht der Fall ist.
QED.

2.4.11 Beispiel: Jordan-Zerlegung und F-Strukturen
Seien F ein Teilkorper von k und G eine F-Gruppe. Fur x € G(F) brauchen X und X,

nicht in G(F) zu liegen. Wir geben hier ein Beispiel an. Wir nehmen an,

char(k) = 2 und F # F2,
d.h. F ist nicht perfekt. Seien
G := GL2 und a € F—Fz.

01
Dann hat (a 0 ) die Jordan-Zerlegung

(01):(\/50).(0 1/\/5)

o o

a0 04a)\Wa 0 Va 0 )\ 0+a
denn
-11 -11 2 2 00
/\/5 . /\/Z = /\/E_l = ( ) (wegen char(k) = 2).
Va -1 ) \Wa -1 24fa 2 00
Der halbeinfache Teil
Va 0
0 Va
01
von (a O) liegt nicht in G(F). Ist F ein perfekter Korper liegen halbeinfacher und

unipotenter Teil eines Elements von G(F) ebenfalls in G(F). Wir verschieben den
Beweis (siehe 12.1.7 (¢)).

2.4.12 Unipotente algebraische Gruppen

A. Definition
Eine lineare algebraische Gruppe G heif3t unipotent, wenn alle ihre Elemente unipotent
sind.
Beispiel
Die lineare algebraische Gruppe
Un={(Xij)ETnIXij=Ofurl>Jundxii= 1}
der unipotenten oberen Dreiecksmatrizen von 2.1.4 Beispiel 4 (d) ist unipotent.
Bemerkung

Wir zeigen jetzt umgekehrt, daf jede Unipotente lineare algebraische Gruppe isomorph
ist zu einer Untergruppe einer Un'



B. Proposition: Einbettung der unipotenten Gruppen in die Gruppen Un

Sei G eine Untergruppe von GLn’ welche aus unipotenten Matrizen besteht. Dann gibt

esein x € GLn mit xGx | C Un'

Beweis.
1. Schritt. Reduktion des Beweises auf den Beweis der folgenden Aussage.
Fiur jeden endlich-dimensionalen k-Vektorraum V und jede Untergruppe

G C GL(V),

welche aus unipotenten Endomorphismen besteht, gibt eine vollstindige'®
Fahne von k-linearen Unterraumen,

O=VOCV1C...CVH=V,
welche stabil sind gegeniiber allen Endomorphismen aus G, (1)
a(Vi) C Vi fur alle i und alle a € G.

Ist namlicht Vl,...,Vn € V eine mit der Fahne vertragliche Basis, d.h.

Vi = ke V1+...+1<-Vi furi=0,...,n
und x: V— V der k-lineare Automorphimus, welcher die Basis der \A in die Basis der
Standard-Einheitsvektoren uberfuhrt,

Xev. =e,

so gilt fur a € G:

Xax'lei= xavi (Definition von x)

i
=Xe E cjovj (wegen a(Vi) C Vi)
=1
1
=> Cj-e. (Definition von x)
=1

1

Identifizieren wir die k-lineare Abbildung xax™ ™ mit der zugehorigen Matrix bezuiglich

der Basis der €., SO ist xax'lei gerade die i-te Spalte der Matrix xax™1. Wir haben also

gezeigt, hochstens die ersten i Koordinaten der i-ten Spalte von xax™! sind ungleich 0.
Da dies fur alle 1 gilt, ist xax™! ein obere Dreiecksmatrix. Dies gilt fur alle a € G, d.h.
xGx'1 besteht aus oberen Dreiecksmatrizen,
xGx~! CT.
n
Nun sind nach Voraussetzung alle Elemente a € G unipotent, d.h. a-1 ist nilpotent.

Dann ist aber auch
xax" L - 1 = xe(a-1)ox”] )

nilpotent. Die Eintrage auf der Hauptdiagonalen der nilpotenten oberen Dreieckmatrix

(2) mussen somit samtlich gleich O sein. Die von Xax'l sind also alle gleich 1, d.h. es
ist

'® Es lassen sich keine weiteren Raume in die Fahne einfugen, ohne daB diese aufhort echt aufsteigend
zu sein, d.h. die Dimension benachbarter Raume unterscheidet sich um 1, d.h. dimk V. =1ifur alle i.
i



xGx™! CuU.
n

Zum Beweis der Behauptung reicht es also, Aussage (1) zu beweisen.
2. Schritt. Beweis von Aussage (1).

Wir fuhren den Beweis durch Induktion nach n := dim V.
Induktionsanfang: n = 1.

Im Fall dim V = 1 ist

oCvVv
die einzige Vollstandige Fahne von V. Da 0 und V GL(V)-stabil sind, sind sie stabil ber
jeder Untergrupp von GL(V), also auch bei G.
Induktionsschritt: n > 1.
Wir unterscheiden zwei Fille.

1. Fall. Es gibt einen G-stabilen Unterraum W C V, der von 0 und V verschieden ist.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es dann eine vollstandige Fahne
O:VOCV1 C...CVd:W
aus G-stabilen Unterraumen Vi furi1=0,...,d. Jedes Element a € G induziert einen k-

linearen Automorphismus auf dem Faktorraum V:= V/W. Wegen W # 0 gilt
n-d=dimV<dim V.
Weil fur jedes a € G der k-lineare Endomorphismus a-1 von V nilpontent ist, ist auch

der auf V induzierte Endomorphismus nilpotent. Die Gruppe G operiert also auf V
durch unipotente Automorphismen. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine
vollstandige Fahne

0=V,CV,C..CV_,=V

von G-stabilen k-linearen Unterraumen von V. Sei p: V — V die natiiliche Abbildung
auf den Faktorraum. Wir setzen

S PN ]
Vg =p (V) furi=0, ..., n-d.

d
Man beachte fiir i = O erhalten wir p'l(VO) = }0) =Ker(p) =W =V 4 » d-h. die neue
Definition von V | stimmt mit der alten uberein. AuBerdem ist auf Grund der exakten

d
Sequenz
0—W—V—5V—0

auch furi =0, ..., n-d die Sequenz
0—W—5V,.—3V.—50
d+i 1
exakt, d.h. es ist
dmV, .=dimW+dim V. =d +1i.
d+i i
Wir erhalten somit eine vollstandige Fahne

O=VOCV1C...CVH=V.
von k-linearen Unterraumen. Furi=1,..., d ist Vi nach Wahl G-stabil. Wir haben zu

zeigen, dies ist auch fur i = d+1, ... , n der Fall. Nach Definition des k-linearen
Automorphismus E, der durch a € G auf V induziert wird, ist das Diagramm



— _ a1y o
kommutativ. Fuirx € V g+i=P (Vi) gilt

pa(x)) = a(p(x)) € E(Vi) (nach Wahl von x)
C Vi (Vi ist a-stabil)
also
1o
Wir haben gezeigt a(V d+i) cv d+i fur fur jedes a € G, d.h. die V , . sind ebenfalls G-

d+i
stabil.
2. Fall. Es gibt keine G-stabilen k-linearen Unterraum der echt zwischen O und V liegt.
Sei

A= YkoC Endk(V)

oeG
die von den Elementen von G erzeugte k-Teilalgebra von Endk(V). Die naturliche

Modulstruktur von V uiber Endk(V),
Endk(V) xV—YV, {v)p f(v),

definiert Uiber die natuirlichen Einbettung A & Endk(V) auf V die Struktur eines A-

Moduls. Auf Grund der Voraussetzung des zweiten Falls ist V uiber A ein einfacher A-
Modul. Weil k algebraisch abgeschlossen ist, gilt nach dem Satz von Burnside A.3.3.3
A =End, (V). &)

Nach Voraussetzung besteht G aus unipotenten Endomorphismen, d.h. fur jedes a € G
ist a-1 nilpotent. Es gilb also eine vollstindige Fahne'

O:VOCV1 C...CVn:V
von V mit (a—l)(Vi) C Vi-l furi=1,..., n, d.h. die Matrix von a-1 bezuglich einer mit

der Fahne vertraglichen Basis ist eine obere Dreiecksmatrix, auf deren Hauptdialgonalen
Nullen stehen. Insbesondere erhalten wir fur die Spur
Tr(a) =Tr(1) + Tr(a-1) =n+0=n=dim V.
Es gilt also
Tr(a) = n fur jedes a € G.
Weil die Spur eines Endomorphismus eine lineare Funktion des Endomorphismus ist,
folgt fur je zweia,bE G
Tr((1-a)b) = Tr(b - ab) = Tr(a) - Tr(ab)=n-n=0.
Aus demselben Grund bleibt diese Identitat richtig wenn wir b durch eine beliebige

Linearkombination von Elementen aus G ersetzen (mit Koeffizienten aus k). Wegen (3)
gilt damit

Tr((1-a)b) = 0 fur beliebiges a € G und beliebiges b € A = Endk(V).

1 Weil a-1 nilpotent ist, ist fur jeden (a-1)-stabilen Unterraum W das Bild (a-1)(W) ein stabiler
Unterraum echt kleinerer Dimension.



Wir fixieren irgendeine Basis e1 ,...,en € V von V und identifizieren die k-linearen

Endomorphismen von V mit den zugehorigen Matrizen. Fur jede nxn-Matrix A wir
deren Spur mit Hilfe der Matriz-Multiplikatoin ausdriicken:

nr
Tr(A) = E e; -A-ei.
=1
Es ist also

n
0=Tr((1-a)b)= ¥ erir-(l-a)-b-ei fura€eGundb E Endk(V).
i=1
Fur vorgegebenes a € G und vorgegebene i und j konnen wir b derart wéhlen, daf} gilt

b-ei = ej und b'ev = 0 fur jedes von i verschiedene v.
Damit gilt
0= e;r-(l—a)-ej fura € G,

und zwar fur beliebige 1 und j (da wir fur jedes Paar (1, j) ein passendes b wiahlen
konnen). Da bedeutet aber, der Eintrag der Matrix 1-a in der Position (i,)) ist gleich O -
fur alle 1 und alle j. Damit ist 1-a=0, also a=1.
Wir haben gezeigt,

G ={1}.
Dann ist aber jeder k-lineare Unterraum von V ein G-stabiler Unterraum. Da O und V

die einzige G-stabilen Unterraume sein sollen, folgt dimk V = 1. Wir sind in der

Situation des Induktionsanfangs, fur welche die Behauptung trivialerweise gilt.
QED.

2.4.13 Nilpotente und auflosbare Gruppen
Eine Gruppe H heif3t nilpotent, wenn es eine natuirliche Zahl n gibt mit der Eigenschaft,

daf fur jeweils n Elemente x ..,XHEH alle Kommutatoren der Ordnung n-1,

T
(Xl’("'(xn—l’ Xn)...)) =e
mit dem neutralen Element e der Gruppe H uibereinstimmen. Dabei schreiben wir wie
bisher
x,y) := xyx'ly'1 fur x,y € H
denn Kommutator von x und y.
Eine Gruppe H heif3t auflosbar, wenn es eine endliche Folge

H=H,DH D.DH ={1}

von Untergruppen von H gibt mit folgenden Eigenschaften,

1. Hi ist Normalteiler von Hi_lfﬂr i=1,...r.

2. Hi-l/Hi ist eine abelsche Gruppe.
Seien A und B zwei Untergruppen der Gruppe H. Dann heiit die von den
Kommutatoren
(a,b) := aba'lb'1 mit a € A und bEB
erzeugte Untergruppe Kommutator von A und B und wird mit
(A.B) ,

bezeichnet. Weiter definieren wir die iterierten Kommutatoren H! einer Gruppe fur i =
0, 1,2, ... von G induktiv wie folgt.

HO —H

HD .= 1h)




H(i+1) - (H(i), H(i))

Bemerkungen

(i) Das Bild eines Kommutators zweier Elemente bei einem Gruppen-
Homomorphismus und bei einem Anti-Homomorphismus ist ein Kommutator.
Insbesondere ist das Inverse eines Kommutators ein Kommutator.

(i)) Der Kommutator (H, H) einer Gruppe H mit sich selbst ist ein Normalteiler. Es
ist der kleinste Normalteiler von G, fur welchen die zugehorige Faktorgruppe
abelsch ist.

(iii) Eine Gruppe H ist genau dann auflosbar, wenn es eine naturliche Zahl n gibt mit

H® = (1),
(iv) Nilpotente Gruppen sind auflosbar. (vgl. Jacobson [4],p. 243, Aufgabe 6)

Beweis. Zu (i). Seien h: H — H’ ein Gruppen-Homomorphismus und x,yEH. Dann
ist

_ h((x,y)) = h(xyx”ly™!) = ho#h(y)+h(0 T +h(y) = (hx), h(y)
ein Kommutator in H’.

Sei jetzt h: H — H’ ein Anti-Homomorphismus (d.h. h(ab) = h(b)h(a) und h(1) = 1).
Dann gilt
h((x.y)) = hixyx”1y™1) = hy HhDHheoh(y) = iy He e by Ty
= (h(y 1), hx 1),
d.h. wir erhalten wieder einen Kommutator.

Zu (ii). Die Gruppe (H, H) besteht aus allen endlichen Produkten von Kommutatoren
von Elementen von H. Man beachte, nach (i) bilden diese Produkte tatsachlich eine
Gruppe.

Ebenfalls nach (i) geht ein Kommutator bei einem inneren Automorphismus der Gruppe
in einen Kommutator iiber. Deshalb gilt

x+(G,G)x"! C (G,G)
fur jedes x € G, d.h. (G,G) ist ein Normalteiler von G.
Nach Definition gilt fur beliebige x, y € G:
xyx'ly'1 € (G,G)
also
xy € (G,G)yx = yx*(G,G)

also
xy = yx mod (G,G),

d.h. G/(G,G) ist eine abelsche Gruppe.
Sei jetzt N C G ein Normalteiler von G, fur welche G/N abelsch ist. Dann gilt fur
beliebige x,y € G:
xyx lyLeN = ) (N (eN) ey 7!
= (yN)-(xyN) !

9

also
(x,y) €N.
Da dies fur beliebige x,y € G gilt, folgt (G, G) & N.

Damit ist (G,G) der kleinste Normalteiler von G mit abelscher Faktorgruppe.
Zu (iii). Sei H eine auflosbare Gruppe und

H=H,DH D..DH ={1}



eine Folge von Untergruppen wie in der Definition der Auflosbarkeit gefordert. Weil die
Faktorgruppe Hi—l/Hi abelsch ist, gilt fur jedes i

CH

(1) _
(Hi—l) _(Hi—l’Hi—l)— i

also
)P =@ D, @ D) Ca, =@ )b
also
(Hi_l)(j"'l) C (Hi)(j) fiar jedes i und jedes j,

also

D = (HO)(j) C (Hl)(i'l) C..C (Hj)(O) = H_ fur jedes |
Insbesondere ist

H® = H_ = {1},

Sei jetzt umgekehrt H™ = (1). Wir betrachten die Folge von Untergruppen
H=HO DOuD D> . DHO®-D D - 1y,
Wegen gD .- (H(i), H(i)) ist H+D Normalteiler in H(i), und die Faktorgruppe
g®; gl+1)

ist abelsch. Damit ist H auflosbar.
Zu (iv). Sei H eine nilpotente Gruppe. Fur jede Gruppe G definieren wir Untergruppen

Gl i =0,1.2,... wie folgt.
Glo.=g=cO®
clll.= @G, 6 =gV
6?1 := @G, 6l = 6,6V D M, M)
Die Inklusion ganz rechts besteht wegen G 2D G, Induktiv erhalten wir
cl*ll = 6, 6l D G, W) D W, W),
Die Inklusion ganz rechts besteht wegen G 2 G(i), die davor anch
Induktionsvoraussetzung.
Weil H nilpotent ist, gibt es eine naturlichen Zahl n mit ginl = {1}. Wegen
H[n] D) H(n),
gilt dann aber auch H(n) = {1}. Nach (iii) ist H auflosbar.
QED.

2.4.14 Satz von Kostant-Rosenlicht

Jede unipotente lineare algebraische Gruppe ist nilpotent, also auflosbar.
Beweis. Sei G eine unipotente lineare algebraische Gruppe. Nach 2.3.7 (i) konnen
wir annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe der GLn’

GCGL. .
n

Nach 2.4.12.B konnen wir sogar annehmen, G ist eine abgeschlossene Untergruppe
einer U _,
n

G C Un'
Es reicht deshalb zu zeigen, daf} Un nilpotent ist. Der Beweis ergibt sich damit aus der

Bemerkung hinter der Losung von Aufgabe 4 von 2.1.5.



QED.
2.4.15 Aufgabe

Sei G eine Untergruppe der GLn’ welche in irreduzibler Weise auf V = k™ operiert.

Zeigen Sie, der einzige unipotente Normalteiler von G ist die triviale Untergruppe.
Beweis. Nach 2.4.12.B gibt es ein § € GLn mit §'1N§ - Un' Die Untergruppe

g7INg
besteht aus oberen Dreiecksmatrizen, deren Eintrage auf der Hauptdiagonalen gleich 1
sind. Insbesondere gilt
§'lx§-el =€ fur jedes x EN,
also
x?g-e1 = %-el fur jedes x EN,

Mitv "=E-e. € V-{0} folgt

1
xev = fur jedes x € N.
Weil N ein Normalteiler von G ist, gilt g'lNg C N fur jedes g € G, also auch
g'lxg-v = v fur jedes x € N und jedes g € G.
also

xegv = gv fur jedes x € N und jedes g € G.
Damit operieren die Elemente von N wie die identische Abbildung auf den Vektoren der
Gestalt

gv mit g € G,
und damit auch auf dem von diesen Vektoren erzeugen k-linearen Unterraum,
xw = w fur jedes x ENund jedesw EW :=  keov
oeG

Nach Voraussetzung ist V als Modul uiber der von G erzeugten k-Teilalgebra

A= YkoC Endk(V)

oeG
von End.k(V) einfach. Nach dem Satz von Burnside A.3.3.3 gilt

A =End (V).

Weil der Vektor v € V ungleich 0 ist, gibt es fur jedes Element von V eine k-
Linearkombination von Elementen aus G, welche v in dieses vorgegebene Element von

V uberfuhrt. Mit anderen Worten, es gilt W = V. Die Multiplikation beliebigem x € N
definiert auf V die identische Abbildung, d.h. es gilt

N={1} C GLn'
QED.

2.5 Die Rekonstruktion einer Gruppe aus ihren Darstellungen
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